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Platten - Grundlagen

Flachentragwerke allgemein

Scheiben

primar in Ebene belastet

Platten priméar senkrecht zur Ebene belastet

o

l ﬂlﬂlﬂﬂl va 4
Vi

T e —— y

g |

|

~ = - -

e S o Y o
40 =

= 2 - q

P - 1
<

08.04.2022 ETH Zirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton I



Platten - Grundlagen

Tragwerksanalyse / Berechnungsmethoden - Ubersicht

Elastische Plattentheorie Plastische Plattentheorie
Statische Methode Kinematische Methode
der Plastizitatstheorie der Plastizitatstheorie
| L6sung der Platten- Methode der — Momentenansatze Fliessgelenklinienmethode
differentialgleichung Finiten Elemente
| Approximative Losungen | Methode der stell-
mit Energieverfahren vertretenden Rahmen
einfach
— Streifenmethode <
erweitert
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Platten - Grundlagen

Ebene Elemente - Spannungsresultierende

4 h/2 h/2 h/2 N\
m, = j c,zdz, = j zdz, my,=m, = j 1,20z
—h/2 —-h/2 —h/2
h/‘2 h/.2
v, = | 1,0z, dz
\_ -he —h/2 -/
( h/2 h/2 h/2 )
n, = | o, dz, . dz, ng,=n,= frxydz
S —-h/2 —-h/2 —-h/2 )
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Platten - Grundlagen

Ebene Elemente - Spannungsresultierende

h/2

z | h/2

dz

h/2

m, = J' o zdz, Vorzeichenkonvention

~h/2 » Positive Spannungen wirken an Elementen mit positiver ausserer

hi2 hi2 Normalenrichtung in positiver Achsenrichtung
Vv, = I 1, dz, v, = I Ty dz + Positive Membran- und Querkrafte entsprechen positiven zugehorigen

—h/2 ~h/2 Spannungen

h/2 h/2 h/2 « Positive Momente entsprechen positiven zugehdorigen Spannungen fir z > 0
n, = I c,dz, n, = j c,dz, n,=n,= _[ T,, 0z « Indizes: 1. Index: Richtung der Spannung

—hi2 —hi2 —hi2 2. Index: Normalenrichtung des Elements, an dem Spannung wirkt
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Platten — Statische Beziehungen
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Gleichgewichtsbedingungen — kartesische Koordinaten

(myy +my, ydy)dx

(vy + vyvydy)dx

Platten — Gleichgewicht

Herleitung Gber Gleichgewicht am differentiellen Plattenelement:

ov
—v, dy—v, dx+£vy +Eyd}’]dx+(vx n v, dxjdy+qudy=0

OX

om,
OX

-m dy-m, dx+(mX +

om
y
—m, dx—m, dy+[my +Edy dx+| m, +
Terme mit (dx)? bzw. (dy)? vernachlassigt
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om,
dxj dy + (mxy +—
oy

om,,

OX

dy] dx—v dydx =0

dxj dy —v,dxdy =0

— Plattengleichgewichtsbedingung:

52mx o 82mxy 82my

2 + 2 +
OX oxoy  dy

g=0

Balkenin  zusatzlich: Balken in
x-Richtung Drillmomente y-Richtung

T

— 8VX+—y+q=0

OX
om

_, | am, +—>—-v, =0
OX oy
om, om,

— + -v, =0
oy ox '
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Platten — Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingungen — Zylinderkoordinaten

+ mq”dr)(r + dr)de
Herleitung Gber Gleichgewicht am
(m+m. d)(r+dryde  differentiellen Plattenelement:

= - (m‘p\+\mfp'wd(p)dr a(rVr) + aV(p +gr=0
< ;\ or oQ
(m,+m., de)dr a( ) om
rm
————-m +—2>—-rv, =0
or * 0
i 2 : 0% (rm o(m,) om
E.eri.amw_l.@m(p E.Mm:o 2m,, 4+ ( np)+ ® v, =0
roo® r? 89> r ar r*  orde or ¢

Bzw. fUr rotationssymmetrische Falle: 3 £+gr=0
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Platten — Gleichgewicht

Spannungstransformation: Biege- und Drillmomente

?mxysincp * m,cosoe

m, sino m, COS @

Biege- und Drillmomente in einer beliebigen Richtung ¢:
m, = m, cos® ¢+m, sin* +m,, sin 2¢
m, = m, sin® @+m, cos® —m, sin 2¢
m, =(m, —m, )sinpcos@+m,, cos2¢

NB: sin2¢ = 2sin ¢ Ccos®, €S 2¢ = Cos’ ¢ —sin’ ¢

Y o, ¢ / Q (Pol)

Hauptrichtung ¢, (Drillmomente = 0) und Hauptmomente
(— Mohr’scher Kreis):
2m

tan 2¢, = o
m, —m,
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Platten — Gleichgewicht

Spannungstransformation: Querkrafte

A Vn (P Vn - \\\
@Vysin(p @vycoscp Po By
X X \\
¢ \Q& v ]
® n VO y Vt /IJ
- /
v & v, sin ¢ /
/
t e
\ \ \
V y T % 2n
2

Querkréafte in einer beliebigen Richtung o:

V, =V, COSQ+V,Sin¢@

_ 2 2

V, ==V, Sin@+V, COS@ Vo =Vx TYy
t Y
an@, =—-
P v
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X

Hauptquerkraft und zugehdrige Richtung o,
(Interpretation mit Thaleskreis):

(allgemein ist @, # ¢,)
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen allgemein (elastische Platten)

Am Rand einer Platte greifen allgemein Momente m,, m,, und eine Querkraft v, an.

Inhomogene Bipotentialgleichung gemass Kirchhoffscher Theorie dinner
elastischer Platten mit kleinen Durchbiegungen:

4 4 4 3
a\iv+2 82W2+a\iV:AAW:& mit D:L2
OX oxoy® oy D 12(1-v°)

— dabei sind nur 2 Randbedingungen an die Lésung anpassbar
— Jedoch 3 Kraftgréssen vorhanden (m,, my,, v,,)
— zusatzliche Bedingung erforderlich

Weitere Bedingung flr einfach gelagerte und freie Plattenrander:

— Ersetzen der Drillmomente m,-dt durch stetige Verteilung von vertikalen
Kraftepaaren m,,, welche sich an den Grenzen zwischen den infinitesimalen
Elementen jeweils bis auf den Zuwachs my, -dt aufheben
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m _+m_ dt
tn nt
Kraftepaare
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen allgemein (elastische Platten)

— Zuwachs pro Langeneinheit dm,,/ dt wird mit der Querkraft v, zu einer
Stutzkraft zusammengefasst

om, om _om,
V. + = +2
ot on ot

, , : : : 0
(Herleitung mit Gleichgewichtsbeziehung omy , My

ox oy

— In einer Plattenecke addieren sich die Drillmomente der beiden Rander zu
einer Eckkraft von 2 m,,

Diese Behandlung von Drillmomenten am Plattenrand geht auf Thomson und Tait
(1883) zuriick und lasst sich mit dem Prinzip von de Saint Venant «begrinden».
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(Vo + My, ) dt

Stutzkraft
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen auf der Basis von Gleichgewichtsiberlegungen

Statische Methode der Plastizitatstheorie — Erklarung mit Tragwirkung im Bereich von Plattenrandern, welche nur auf
Gleichgewichtsiberlegungen beruht:

— Aus Gleichgewicht in einer schmalen Randzone der Platte folgt die Randquerkraft: V,=-m,,

— sofern: Plattenrand ist spannungsfrei und die in der Randzone auftretenden Spannungen o; dndern sich nicht in t-Richtung
(Clyde, 1979).

— Aus der Randquerkraft V,= -m,, folgen die Eckkrafte 2 m,, und der Beitrag von my,, zur Stutzkraft

7 (v, +my, ) dt

Querkraft in Randzone Stutzkraft Eckkraft
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Platten — Randbedingungen
Randbedingungen auf der Basis von Gleichgewichtsiberlegungen

— Randbedingungen auf Basis von Gleichgewichtsltberlegungen:

* eingespannter Rand: m,, m,, und v,, beliebig
+ einfach gelagerter Rand: m, = O, resultierende Stutzkraft:

om, om,  _om,
v, + = +2
ot on ot

+ freier Rand: m, = 0, verschwindende Stutzkraft:
v+ om,, _ om, 9 om,, _
ot on ot

0

Stutzkraft
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Platten — Randbedingungen

Randbewehrung

Werden entlang von einfach gelagerten und freien Randern Drillmomente in Rechnung gestellt, so ist eine Bewehrung zur
Aufnahme von V, = -m,, anzuordnen.

Veranschaulichung (Ecke, reine Drillung):

— Ober- und Unterseite: zueinander senkrechte, unter 45° zu den Plattenrdndern geneigte Betondruckstreben, Aufnahme der
randnormalen Komponenten durch randparallele Bewehrung

— Komponenten in Richtung der Plattenrander werden durch geneigte Betondruckstreben in den Randstreifen weitergeleitet;
Vertikalkomponenten entsprechen den Randquerkraften V,=-m,,

— Aufnahme von V,=-m,, mit Steckbligeln oder entsprechender Abbiegung der Biegebewehrung

Querkraft in Randzone Kraftfluss in Plattenecke
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Platten — Randbedingungen

Diskontinuitaten

Im Platteninnern sind statische Diskontinuitatslinien zulassig (< Aquivalenz von Drillmomenten am Plattenrand und
Randquerkraften, man fluge in Gedanken zwei freie Plattenrander zusammen).

An Diskontinuitatslinien
— mussen Biegemomente m,, stetig sein (m,*=m,)")
— durfen Drillmomente m,, und Querkrafte v, springen (m,* # m,, vV,* #v,)

Somit gelten fir eine statische Diskontinuitatslinie, entlang welcher eine Querkraft V, abgetragen wird, folgende Bedingungen:

m, =m;

E— + -
Vt mnt i mnt
oV B
ERR

Diskontinuitat

t V. +Vt‘tdt
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 1 (Gleichgewichtsldosung)

Gegeben: Quadratplatte unter Flachenlast ¢ mit Ansatzen flr Biegemomente m, , m, und Drillmoment m,,

4x? 4y?
mX:[l_i]‘mu my:( —I—}le-mu mxy:_ﬂ.m

|2

Y

Gleichgewicht: Oy 4o My L+q=0 > g=—7F"

Gesucht: Schnittkraftverlaufe am Plattenrand, Stltzkraft, Eckkraft, Lagerung der Platte

x=1/2, -1/2<y<I1/2 2y

, —6m /I Drillmoment entlang Plattenrand: M, =——=-Mm,

I oM e |

: ' Querkraft entlang Plattenrand:

|

E am, Oy —0f|-v—8xm X om,=-%m
X M T Ty T e AT R R T
y . om,, 6 4X 8

i Stutzkraft: Vi +——=——-M, —— M, =——-M,

i oy I I |

|

' 5 -m, L Eckkraft: ~ —2-(-m,)=2-m,
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 1 (Gleichgewichtsldosung)

Lagerung der Platte: Aus der konstanten Stltzkraft folgt, dass die Platte entlang ihrer Rander einfach gelagert sein muss. Die
Ecken sind gegen Abheben gesichert (— nach unten gerichtete Eckkréafte)

Stutzkraft: v, +—~-=—=-m,

Eckkraft; 2-m
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 2 (Gleichgewichtsldsung)

Gegeben: Quadratplatte unter Flachenlast ¢, mit Ansatzen fur Biegemomente m, , m, und Drillmoment m,,

4%* 4y? 4xy
mx:(l_l_z)mu my:( _l_z)mu M,y = |_2'mu

2 o‘m, o'm
Gleichgewicht: 0 TX +2—2+—r+q=0 > = 8%
OX oxoy oy |

Gesucht: Schnittkraftverlaufe am Plattenrand, Stutzkraft, Eckkraft, Lagerung der Platte

x=1/2, -1/2<y<]1/2 2y

—2m, /| Drillmoment entlang Plattenrand: m,, =—=-m,
. [ — I
i 1 Querkraft entlang Plattenrand:
: 8mx+mxyv—0f| v = o =
- aus ox oy X olgt: X E w2 u

. om, 2 4x

- Stutzkraft:  Vit——=—7"M+—5"m =0
. oy | |
S m, Lt | Eckkraft: ~ —2-(+m,)=-2-m,
. mx my me Vx
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Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 2 (Gleichgewichtsldsung)

Lagerung der Platte: Aus der verschwindenden Stutzkraft folgt, dass die Platte entlang ihrer Rander frei und lediglich an den
Ecken gestutzt ist.

Stitzkraft: v, +—~=0

Eckkraft: —2-m,

-2m,

Ay
pd

—2m, T T —2m,
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Platten —
Kinematische Beziehungen
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Platten — Kinematische Beziehungen

Beziehungen flr dinne Platten

Nach der Theorie von Kirchhoff tiber diinne Platten wird angenommen, dass die Normalen zur Plattenmittelebene wahrend
der Verformung gerade und senkrecht zur verformten Mittelflache bleiben.

Verschiebungen:

Verzerrungen:

08.04.2022

Kridmmungen:

Drillung:

U——Z'@ Richt
> X-Richtung
oW
V=—7-— - Richtun
oy y g
*oX OX? Xx
oV o°w
8y=5=—2'—2‘2'xy
2
O*w A
e
_ dw
Ty OXOY

ETH Zirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton I 22



Platten — Kinematische Beziehungen

Transformation der Krimmungen und Drillungen

Analog zur Transformation der Normal- und Schubspannungen

08.04.2022

A Xin
X
T
2(P 20,
2 l Xn! Xt
N
Y 1 ¢ Q (Pol)
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Elastische Platten
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Elastische Platten
Annahmen der elastischen Plattentheorie

Die Theorie von Gustav Robert KIRCHHOFF fur diinne Platten grindet auf folgenden Annahmen:

1. Die Plattendicke h ist konstant und klein gegentber anderen Abmessungen.
— Die Normalspannungen o, werden vernachlassigt. Die Spannungsverteilung in der Platte darf damit als eben und Uber
h linear angenommen werden.

2. Die Normalen zur Plattenmittelebene bleiben gerade und senkrecht zur verformten Mittelebene.
— Die Schubverzerrungen v,, und y,, verschwinden in der Folge (schubstarre Platten). Damit ist z eine Hauptrichtung.

3. Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Plattenschichten wird als geldst betrachtet.
— Zusammen mit Annahme 2 entspricht dies den Grundannahmen der Balkentheorie.

4. Die Durchbiegungen w sind klein gegentber h und unabhangig von z.
— Das Gleichgewicht kann damit am unverformten System gebildet werden, es treten i.d.R. keine Membrankrafte auf. In
Kombination mit Annahme 2 ergeben sich die kinematischen Beziehungen.

5. Der Werkstoff ist homogen, isotrop und linear elastisch.
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Elastische Platten

Plattengleichung

Aus dem Stoffgesetz (linear elastisch, Hooke’sches Gesetz), den kinematischen Beziehungen sowie dem Gleichgewicht am
infinitesimalen Element folgt die sogenannte Plattengleichung.

E =

Hooke’sches Gesetz fur den ebenen Spannungszustand:  ©x= 77 (SX +V'8y) Oy T1oV2 (gy +V'8x) Ty =—2(1+V) Yy
Plattengleichung: 4 4 4 3
W W W : Eh
84+2 82 2+a4=AAW=& mit D=—rr—"
OX ox°oy: oy D 12(1—-v°)
W_J %K_J W_J . ~ J
Balken in Zusatz- Balken in Plattensteifigkeit
x-Richtung term y-Richtung
Inhomogene Differentialgleichung 4. Ordnung (inhomogene Bipotentialgleichung)
— 2 Randbedingungen anpassbar, jedoch 3 Grossen vorhanden (m,, m,, und v,) — Stutzkraft
* eingespannter Rand: m,, m,, und v, beliebig
. einfach gelagerter Rand: m_ = 0, resultierende Stiitzkraft: v, +Z0m _ 9Mn | 5 OMy . .
n ' "ot on ot | Vergleiche Folie zu den
_ _ o o o Randbedingungen
- freier Rand: m, = 0, verschwindende Stutzkraft: Vi + rantt” = (;2“ +2 amt”t =0
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Elastische Platten

Abschéatzung der Durchbiegungen

Die Durchbiegungen in Plattenmitte kdnnen als Vielfaches derjenigen des einfachen Balkens gleicher Spannweite
abgeschatzt werden (nach Bachmann, 1991):

5 gl* El
=Cr—— D= = const.
384 D 1-V? “
Loy
________________ I )
' | Einfach gelagerte Platte . ® In den Ecken gestutzte Platte
: ] |
; . ¢=0.312 c=225
L e e
LSS ¢
Eingespannte Platte T *| Mittelfeld einer unendlich ausgedehnten Flachdecke
1| 4 1
c=0.098 4o o] C=0.446
\

/S

Zu beachten ist der Steifigkeitsabfall infolge Kriechen (E.., = E,/3) und Rissbildung bzw. die Steifigkeitserhéhung infolge
Zugversteifung und die kleineren Durchbiegungen bei Vorspannung
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Elastische Platten

Tragwerksanalyse / Berechnungsmethoden — Ubersicht

Elastische Plattentheorie

Plastische Plattentheorie

T

Statische Methode Kinematische Methode
der Plastizitatstheorie der Plastizitatstheorie
| L6sung der Platten- Methode der — Momentenansatze Fliessgelenklinienmethode
differentialgleichung Finiten Elemente

| Approximative Losungen
mit Energieverfahren

| Methode der stell-
vertretenden Rahmen

einfach

— Streifenmethode <
erweitert
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Elastische Platten

L6ésungsverfahren

« Direkte Losung der Plattengleichung
— fur spezielle Problemstellungen moglich (z.B. rotationssymmetrische Platten)
— Resultate sind in Literatur vorhanden und insbesondere fur Abschatzungen und Plausibilitatskontrollen wertvoll

« Approximative Losung der Plattengleichung mit Fourier-Reihenansatzen oder Energieverfahren
— z.B. fur Rechteckplatten mit unterschiedlichen Randbedingungen und Belastungsanordnungen

« Lo6sung der Plattengleichung mit der Methode der Finiten Elemente
— LOsung der Vertraglichkeits- und Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Element
— beliebige Randbedingungen und Belastungen maoglich
— heute meistens verwendet
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Elastische Platten

Direkte Losung der Plattendifferentialgleichung — Beispiel

Einfach gelagerte Quadratplatte unter sinusformiger Flachenlast q (x,y) (Lsg. n. Navier) v: Querdehnungszahl

Last: q=4,-sin (nl—xj-sin (nTyj

_ _ _ o o'w o'w  d'w A 3
Differentialgleichung: x T oy =D
2 2
m -0 24
OX oy

Ansatz; W=C-sin (nl—xj-Sin (“Ty]

Randbedingungen:  w(0,y)=w(l,y)=w(x,0)=w(x,1)=0
m, (0,y)=m,(l,y)=m, (x,0)=m, (x1)=0

14 1 (nx) . (m
Losung: C=4‘1‘;4D w=—4(j;’4D-sm(—).sm(—yj
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Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgesttitzte Quadratplatte unter Eigenlast (=10 m, h = 0.25 m)

m, [KN] m, [kN] m,, [kN]

\\\‘ SSSE T
\\\\\‘%‘:‘?‘:\‘ "" e
\

‘..4

Durchbiegungen qualitativ und Uberhoht
Whax = W(I/2, 1/2) = 5.6 mm
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Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgesttitzte Quadratplatte unter Eigenlast (I = 10 m, h = 0.25 m) — ohne negative Stutzkrafte (=Eckkrafte)

m,, [KN]

Durchbiegungen qualitativ und Uberhoht
Wy = W(I/2, 1/2) = 6.6 mm

max
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Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgesttitzte Quadratplatte unter Eigenlast (=10 m, h = 0.25 m)

Stutzkraft am Rand [KN pro Abschnitt]
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Richtungen der Hauptmomente
(blau: positiv, rot: negativ)
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