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Platten - Grundlagen

Flachentragwerke allgemein

Scheiben

primar in Ebene belastet

Platten primar senkrecht zur Ebene belastet
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A L 1
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Flachentragwerke lassen sich in folgende Kategorien einordnen, wobei diese nach Tragwirkung und
geometrischer Form charakterisiert werden:

Platten tragen primar senkrecht zu ihrer Ebene wirkende Lasten ab. Somit herrscht hauptsachlich ein
Biegezustand mit Biege- und Drillmomenten sowie Querkraften vor. Der Membranspannungszustand mit
Scheibenkraften ist vernachlassigbar. Platten sind das haufigste Konstruktionselement im Hochbau,
kommen aber auch sonst oft vor: Fahrbahnplatten von Bricken, Wande/Deckel/Bodenplatten von
Tagbautunnels etc.

Scheiben tragen primar in ihrer Ebene wirkende Lasten ab. Der Membranspannungszustand ist
vorherrschend, wahrend der Biegezustand vernachlassigbar ist. Typische Beispiele sind Wande im
Hochbau (Abtrag von Vertikalkraften und ggf. Schubkraften in der Wandebene bei aussteifenden Wanden)
sowie Stege von Tragern (Abtrag der Querkraft durch Krafte in Scheibenebene).

Flachentragwerke mit einfach oder doppelt gekrimmter Mittelebene werden als Schalen (shells)
bezeichnet. Sie erlauben beispielsweise die Abtragung von vertikal wirkenden Lasten, bspw. des
Eigengewichts, Uber reine Druckmembrankrafte, sofern die Form des Tragwerks der umgedrehten
Kettenlinie entspricht. Man spricht dann von Schalen- oder Gewoélbewirkung. Links unten sind
Betonschalen von Heinz Isler (Autobahnraststatte Deitingen) abgebildet, deren Geometrie experimentell
aus hangenden Tlichern ermittelt wurde. Diese «natiirliche» Form erlaubt die Uberspannung von rund 30
m bei einer Schalendicke von nur 10 cm.

Faltwerke sind aus mehreren Teilflachen aufgebaut, welche jeweils an ihren Kanten miteinander
verbunden sind.
Ergénzende Bemerkung

- Die Scheibentragwirkung (Membrankrafte) ist in der Regel wesentlich steifer als die Plattentragwirkung
(Biegung), weshalb beispielsweise bei der Berechnung von Gebdudekernen nur die
Scheibentragwirkung der Wande berticksichtigt wird.

- WeiterfUhrende Angaben zu Schalen siehe Vorlesung Flachentragwerke (Masterstudium).
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Tragwerksanalyse / Berechnungsmethoden - Ubersicht

Elastische Plattentheorie Plastische Plattentheorie
Statische Methode Kinematische Methode
der Plastizitatstheorie der Plastizitatstheorie
Lésung der Platten- Methode der - Momentenansatze Fliessgelenklinienmethode
differentialgleichung Finiten Elemente
Approximative Losungen | Methode der stell-
mit Energieverfahren vertretenden Rahmen
einfach
— Streifenmethode <
erweitert
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In diesem Kapitel wird die Traglast diinner Platten mit kleinen Durchbiegungen untersucht. Dabei wird
ideal plastisches Materialverhalten vorausgesetzt, ohne auf Fragen des Verformungsbedarfes und des
Verformungsvermdgens naher einzugehen. Da Platten in der Regel eher schwach bewehrt sind, besteht
diesbezlglich gewdhnlich wenig Anlass zu Bedenken.

Platten sind die am weitesten verbreitete Anwendung der Stahlbetonbauweise. lhrer Bedeutung
entsprechend werden sie in diesem Kapitel eingehend behandelt. Zunachst werden die grundlegenden
statischen Beziehungen aufgestellt, aus denen schliesslich die Fliessbedingungen hergeleitet werden
kénnen.

In der Praxis werden heutzutage fir die Ermittlung der Beanspruchung meist numerische Verfahren,
insbesondere die Methode der finiten Elemente, angewendet. Fir Plausibilitatskontrollen eignen sich
entsprechende Naherungsverfahren wie bspw. die Methode der stellvertretenden Rahmen.

In der plastischen Plattentheorie werden zur Ermittlung der Traglast statische und kinematische
Berechnungsmethoden verwendet.

Fur die Bemessung wird meist nur der Biegezustand der Platte betrachtet. Der Einfluss der Querkrafte
wird normalerweise nur bei konzentrierten Kraften und Stitzen massgebend (Durchstanzen).
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Ebene Elemente - Spannungsresultierende

e h/2 /2 /2 N\ .
m= [ ozd, m=[oczd, wmy=m, = [t zd|[kNm/m=kN] | Biegespannungs-
i i T lin zustand (Platte):
w2 w2 Biegemomente und
v, = I tdz, v, = I dz [kN/m] Querkrafte
\___ 2 —h/2 )
e w2 wa o A Membranspannungs-
n=|\o0odz, n = J' dz, n =n,= J T, dz [kN/m] zustand (SC"he|be):
T n T ' T Membrankrafte
~ o (Normal- /Schubkréfte)
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Die in den Schnittflachen eines Plattenelementes angreifenden Spannungen koénnen zu
Spannungsresultierenden gemass der Abbildung zusammengefasst werden.

Die Biege- und Drillmomente sowie die Querkrafte bilden den Biegespannungszustand; die

Membrankrafte den Membranspannungszustand. Im folgenden werden primar senkrecht zur ihrer
Mittelflache beanspruchte Platten betrachtet, in welchen ein Biegespannungszustand vorherrscht.
Membrankrafte konnen deshalb vorerst ausser acht gelassen werden.

NB: Analog der Balkentheorie wird ¢, = o5 vernachlassigt. In jeder Ebene z = const. herrscht somit ein

ebener Spannungszustand.

NB: Englische Ausdricke («drillirg»)

- Biegemoment:
Drillmoment:
(Platten-)Querkraft:

Membrannormalkraft:
Membranschubkraft:

Biegung:
Drillung:

bending moment

twisting moment (auch: torsional moment)

out of plane shear force

(in-plane) normal force
in-plane shear force

bending
torsion
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Ebene Elemente - Spannungsresultierende

hi2 hi2 hi2
— - - - Vorzeichenkonvention

m, = J G zdz, m, = J. c,zdz, m,=m, = I 1,2 dz

~hl2 ~hl2 ~hI2 + Positive Spannungen wirken an Elementen mit positiver dusserer

o o Normalenrichtung in positiver Achsenrichtung
v, = I t,dz, v, = I T, dz « Positive Membran- und Querkréfte entsprechen positiven zugehdrigen

—hi2 —hi2 Spannungen

2 2 W2 « Positive Momente entsprechen positiven zugehérigen Spannungen fir z > 0
n.=| o.dz, n,= 16, dz, n,=n,= J Ty dz « Indizes: 1. Index: Richtung der Spannung

—h/2 —h/2 ~hi2 2. Index: Normalenrichtung des Elements, an dem Spannung wirkt

12.04.2021 ETH Ziirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton Il 5

Flr Spannungen und Spannungsresultierende werden die in der Abbildung illustrierten Vorzeichen-
konventionen verwendet. Danach wirken positive Spannungen an Elementen mit positiver ausserer
Normalenrichtung in positiver Koordinatenrichtung; flr Normalspannungen bedeutet dies, dass
Zugspannungen positiv sind. Positive Membran- und Querkrafte entsprechen positiven Spannungen, und
positive Momente entsprechen positiven Spannungen nach obenstehender Definition flur positive Werte
der Koordinate z. Bei doppelten Indizes steht jeweils der erste Index fir die Richtung, in welcher die
Spannung wirkt, wahrend der zweite Index die Normalenrichtung des Flachenelementes bezeichnet, an
welchem die Spannung angreift (sind beide Indizes identisch, wird einer weggelassen).
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Platten — Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingungen — kartesische Koordinaten

— Plattengleichgewichtsbedingung:

o2 62mx‘ ’m.
nZ”+2 S+ —>+q=0
Ox Ox0y Oy
S—
P Balkenin  zusatzlich: Balken in
» (m p+ my,  dx)dy x-Richtung  Drillmomente  y-Richtung
Y O, + v, dv)dy
Oyt dy)dx 4y dyyde T
Herleitung Uber Gleichgewicht am differentiellen Plattenelement:
ov,
—vxdy—vvdx—t—(v)& : dy]dx+(vx+6v‘ dxjdy+qudy=0 - avx+%+q:0
’ oy Ox ox oy
om_,
—m‘dy—mwdx+(m‘+am“dxjdy+(mn+‘“’dy]dx—vxdydx—o — %4_%_‘,‘ =0
Ox oy ox oy X
Oom om,
—m,dx—m_ dy+| m +—=dy |dx+| m, +—"dx |dy—v dxdy =0 — %+ O —v =0
) ) ) ay P ax ) 8}} ax v

Terme mit (dx)2 bzw. (dy)? vernachlassigt
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Das Gleichgewicht der angreifenden Krafte und Momente am Plattenelement fihrt zu drei Gleichungen.
Durch Einsetzen der zweiten und dritten Gleichung in die erste ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung

fur Platten in kartesischen Koordinaten.
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Gleichgewichtsbedingungen — Zylinderkoordinaten

Herleitung Uber Gleichgewicht am
differentiellen Plattenelement:

o(rv ov,
—( r) +—L+qr=0
B or op
o(rm om
(rm,) —m,+—">~=rv, =0
or op
: o\m,,) om
2m,, +r- ( ¢)+—(” -, =0
or op
. . ) . o*(rm,) @
Bzw. fir rotationssymmetrische Félle: (rzn, ) _om, +qr=0
or or
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Bei rotationssymmetrischen Platten (Geometrie und Belastung) verschwinden die Drillmomente m,, = m,

und die Querkrafte v,; alle Grossen sind zudem definitionsgemass unabhangig vom Winkel ¢.

or



Platten — Gleichgewicht

Spannungstransformation: Biege- und Drillmomente

* m, sin @ * m,cose

m, sin @ m, cos @

—

— X —— X
m, cos ‘i' w\ m ; «(P_: n
~ & ‘;/\ m » sin ¢
— S
m ., cos@ /\m\ m, » msme 2\
/ A 1 t/ TR

vy Y 9, 9 /Q (Pol)
t
N

Biege- und Drillmomente in einer beliebigen Richtung ¢: Hauptrichtung ¢, (Drillmomente = 0) und Hauptmomente
(— Mohr’scher Kreis):

_ 2 ) .
m, =m_cos” @+m, sin” @+m,, sin 2@

m,,

in? 2 . _

m, =m, sin” @+m,cos” ¢—m, sin2¢ tan 2¢, p—
» ) X v
m,,,:(m‘,—mx)sin(pcosq)+mwc032(p T
) ) m +m',_+ (mx—my) +4m,

NB: sin2¢ = 2sin @cos @, cos 2¢ = cos’ ¢—sin’ @ 27 9 T 2
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Das Momentengleichgewicht an den in der Abbildung dargestellten Plattenelementen fiihrt zu
Beziehungen, welche als Transformationsformeln fiir Biege- und Drillmomente dienen. Es kdénnen
beliebige Schnitte mit der Normalen n, deren Richtung durch den Winkel ¢ festgelegt ist, betrachtet
werden. Sie lassen sich mithilfe eines Mohr’schen Kreises darstellen; Drillmomente werden hier (nur fur
die Konstruktion des Mohr'schen Kreises) positiv gerechnet, wenn der ihnen entsprechende positive
(rechtsdrehende) Momentenpfeil in Richtung des betrachteten Schnittrandes weist.

Die Hauptrichtung, fur welche die Drillmomente verschwinden, m,, = 0, sowie die zugehorigen
Hauptmomente m, und m, in den entsprechenden Richtungen kdnnen sowohl grafisch im Mohr'schen
Kreis als auch analytisch bestimmt werden.
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Spannungstransformation: Querkrifte

v_sin ¢ v, cos¢
O2¢ © N
~Lo
® ==
V,® v, sin @
4
1 t
| -
/ Yy 2n ¢
Querkrafte in einer beliebigen Richtung ¢: Hauptquerkraft und zugehdérige Richtung ¢,
. (Interpretation mit Thaleskreis):
v, =V, Cc08Q+V sin@
' [2, 2
. V) =4V, +V,
v, ==V, sin@+v, cosQ 0 x
v' . .
tan @, = = (allgemein ist ¢ # @4)
vX
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Analog zu den Momenten kann auch das Gleichgewicht der vertikalen Krafte an den abgebildeten
Plattenelement aufgestellt werden. Dies flhrt zu Transformationsregeln fir Querkrafte an einem
beliebigen Schnitt mit der Normalen n, deren Richtung durch den Winkel ¢ festgelegt ist. Die
trigonometrischen Funktionen lassen sich mithilfe eines Thaleskreises deuten. An jeder Stelle der Platte
wird eine Hauptquerkraft v, in Richtung ¢, Ubertragen. Senkrecht zu dieser Richtung wird keine Querkraft
abgetragen. Die Hauptrichtungen der Querkrafte und der Momente fallen nur in Spezialfallen zusammen,
allgemein ist ¢, # ¢,.



Platten — Randbedingungen
Randbedingungen allgemein (elastische Platten)

Am Rand einer Platte greifen allgemein Momente m,, m,, und eine Querkraft v, an.

Inhomogene Bipotentialgleichung geméss Kirchhoffscher Theorie diinner
elastischer Platten mit kleinen Durchbiegungen:

4 4 4 ER
avar 02W2+6—?:AAW:1 mit  D=—L" _
Ox ox“ 0y~ 0oy D 12(1-v7)

Lo . L. Kréft Platt d
— dabei sind nur 2 Randbedingungen an die Losung anpassbar rafte am Flattenran

— jedoch 3 Kraftgréssen vorhanden (m,, my,, v,)
— zusatzliche Bedingung erforderlich dr”

Weitere Bedingung fiir einfach gelagerte und freie Plattenrander:

— Ersetzen der Drillmomente m,,-dt durch stetige Verteilung von vertikalen
Kréftepaaren m;,,, welche sich an den Grenzen zwischen den infinitesimalen
Elementen jeweils bis auf den Zuwachs m,, s dt aufheben

m, +m dt

tn m i

Kréftepaare
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Am Rand einer Platte greifen allgemein ein Biegemoment m,, ein Drillmoment m,, und eine Querkraft v,
an. Nach Kirchhoff erhalt man flr diinne elastische Platten mit kleinen Durchbiegungen eine inhomogene
Bipotentialgleichung fiir die Durchbiegungen der Platte, deren Lésungen sich nur zwei Randbedingungen
anpassen lassen. Deshalb wird bei der Behandlung von einfach gelagerten und freien Plattenrandern eine
weitere Bedingung eingefiihrt. Die Drillmomente m,, werden dabei durch eine stetige Verteilung von
vertikalen Kraftepaaren ersetzt, wobei sich an den Grenzen zwischen den infinitesimalen Elementen der
Lange dt die Krafte bis auf den Zuwachs m,, , dt aufheben.
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Randbedingungen allgemein (elastische Platten)

— Zuwachs pro Langeneinheit dm,,/ dt wird mit der Querkraft v,, zu einer
Stltzkraft zusammengefasst

om,, _om,  ,0m,
Vb=
ot on ot

5 7 (v, +my,)dt
(Herleitung mit Gleichgewichtsbeziehung a{;n* + (am 8
x Yy

Stiitzkraft

‘ {l
X%

Eckkraft

— In einer Plattenecke addieren sich die Drillmomente der beiden Rander zu
einer Eckkraft von 2 m,,

Diese Behandlung von Drillmomenten am Plattenrand geht auf Thomson und Tait
(1883) zurlick und lasst sich mit dem Prinzip von de Saint Venant «begriinden».
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Der Zuwachs pro Langeneinheit m,, , wird nun mit der Querkraft v, zu einer Stutzkraft v, +m,, = m, +2m,,,
zusammengefasst. Die beschriebene Behandlung von Drillmomenten am Plattenrand geht auf Thomson
und Tait (1883) zuriick und Iasst sich mit dem Prinzip von de Saint Venant begriinden.
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Randbedingungen auf der Basis von Gleichgewichtsiiberlegungen

Statische Methode der Plastizitétstheorie — Erklarung mit Tragwirkung im Bereich von Plattenrandern, welche nur auf
Gleichgewichtsliberlegungen beruht:

— Aus Gleichgewicht in einer schmalen Randzone der Platte folgt die Randquerkraft: V,=-m,,

— sofern: Plattenrand ist spannungsfrei und die in der Randzone auftretenden Spannungen o; andern sich nicht in t-Richtung
(Clyde, 1979).

— Aus der Randquerkraft V,= -m,, folgen die Eckkréfte 2 my,, und der Beitrag von my, , zur Sttzkraft

(v, +m,,,)dt

Querkraft in Randzone Stiitzkraft Eckkraft
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Aus der Sicht der statischen Methode der Plastizitatstheorie ist jedoch eine Erklarung der Tragwirkung im
Bereich von Plattenrandern vorzuziehen, welche nur auf Gleichgewichtstiberlegungen beruht. Dies ist in
der Abbildung illustriert. In einer schmalen Randzone der Platte muss aus Gleichgewichtsgriinden eine
Randquerkraft V,= - m,, existieren, sofern der Plattenrand spannungsfrei ist und die in der Randzone
auftretenden Spannungen o; sich in t-Richtung nicht dndern. Aus der Existenz der Randquerkrafte V,
folgen die Eckkrafte 2m,, und der Beitrag m,, ; der Drillmomente zur Stltzkraft.
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Randbedingungen auf der Basis von Gleichgewichtsiiberlegungen

— Randbedingungen auf Basis von Gleichgewichtsiiberlegungen:

* eingespannter Rand: m,, m,,und v, beliebig

+ einfach gelagerter Rand: m, = 0, resultierende Stutzkraft:

om, _om, . om,
v, 4 =Ty
o oan ot

« freier Rand: m, = 0, verschwindende Stitzkraft:
om,, _0Om om,,

v, m———n4)
ot on ot

(v, +m,,,)dt

=0

Stiitzkraft
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Die entsprechenden Randbedingungen lassen sich wie in der Abbildung angegeben zusammenfassen.
Diese folgen aus reinen Gleichgewichtsbetrachtungen und sind somit flr beliebiges Materialverhalten
gulltig. Fur dinne elastische Platten kénnen strengere Randbedingungen formuliert werden, welche jedoch
fur die Behandlung nach der Plastizitatstheorie nicht relevant sind.



Platten — Randbedingungen

Randbewehrung

Werden entlang von einfach gelagerten und freien Randern Drillmomente in Rechnung gestellt, so ist eine Bewehrung zur
Aufnahme von V,=-m,, anzuordnen.

Veranschaulichung (Ecke, reine Drillung):

— Ober- und Unterseite: zueinander senkrechte, unter 45° zu den Plattenrdndern geneigte Betondruckstreben, Aufnahme der
randnormalen Komponenten durch randparallele Bewehrung

— Komponenten in Richtung der Plattenrander werden durch geneigte Betondruckstreben in den Randstreifen weitergeleitet;
Vertikalkomponenten entsprechen den Randquerkraften V= -m,,

— Aufnahme von V,= -m,, mit Steckbligeln oder entsprechender Abbiegung der Biegebewehrung

¥, =m,

Querkraft in Randzone Kraftfluss in Plattenecke
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Die Randquerkrafte sind bei der Ausbildung der Bewehrung entlang von einfach gelagerten und freien
Randern von Stahlbetonplatten zu beriicksichtigen. Die Abbildung zeigt den Kraftfluss einer auf reine
Drillung beanspruchten Rechteckplatte, welcher mit einem Fachwerkmodell dargestellt werden kann.

An der Plattenoberseite und an der Plattenunterseite bilden sich zueinander senkrechte, unter 45° zu den
Plattenrandern geneigte Betondruckstreben aus, deren Komponenten in Richtung der Randnormalen
durch randparallele Bewehrung aufgenommen werden. Die Komponenten in Richtung der Plattenrander
werden Uber geneigte Betondruckstreben in den Randstreifen weitergeleitet, deren Vertikalkomponente —
welche den Randquerkraften entspricht — Gber eine Bewehrung aufgenommen werden muss. Diese kann
mit Steckbiigeln oder durch entsprechende Abbiegung der Biegebewehrung realisiert werden. Man
erkennt auch, dass sich die Randquerkrafte in der Plattenecke nicht autheben, sondern zu einer Eckkraft
2m,, addieren.
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Diskontinuitidten

Im Platteninnern sind statische Diskontinuitatslinien zuldssig (< Aquivalenz von Drillmomenten am Plattenrand und
Randquerkréaften, man flige in Gedanken zwei freie Plattenrdander zusammen).

An Diskontinuitatslinien
— missen Biegemomente m,, stetig sein (m,*=m,’)
— durfen Drillmomente m,, und Querkréfte v, springen (m,;* # m,;, v,*# v,7)

Somit gelten fir eine statische Diskontinuitatslinie, entlang welcher eine Querkraft V, abgetragen wird, folgende Bedingungen:

mn = mn
+

V; - mnt M
o,

=V, =V,

ot
Diskontinuitét
t V,+V, dt
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Figt man in Gedanken zwei Platten an ihren freien Randern zusammen (man beachte, dass Plattenrander
Diskontinuitaten darstellen, an denen i.A. ein Biegemoment m,, ein Drillmoment m,, und eine Querkraft v,
angreift!), so kann aus der Aquivalenz von Drillmomenten am Plattenrand und Randquerkraften gemass
der Randquerkraft V, = -m,, darauf geschlossen werden, dass an statischen Diskontinuitatslinien im
Platteninnern die Biegemomente m,, stetig verlaufen missen, die Drillmomente m,, und die Querkréafte v,
hingegen springen durfen. Dabei missen an einer statischen Diskontinuitatslinie, entlang welcher eine
Querkraft V, abgetragen wird, die Beziehungen gemass der Abbildung erfullt sein.
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Randbedingungen — Beispiel 1 (Gleichgewichtslésung)

Gegeben: Quadratplatte unter Flachenlast g mit Ansatzen flir Biegemomente m,, m, und Drillmoment m,,

2 2
m, ={1—%J»m” m, =[1—4[’—‘;j4m,, m,, = 74;?/ -m,
2 ’m, m,
Gleichgewicht: aﬁmz" +2—2+—L+¢=0 - g= 24:"“
Ox oxdy  Oy” i
Gesucht: Schnittkraftverlaufe am Plattenrand, Stitzkraft, Eckkraft, Lagerung der Platte
x=1/2, -l/2<y<li/2 2y
. —6m /1 Drillmoment entlang Plattenrand: ~ m,, =———-m,
S m, — i
: y Querkraft entlang Plattenrand:
1
5 om, +0m“ 0 folgt: V. 8x m, 4x m m,
aus —- =, =0 folgt: v, =——7m, ——m, =——-m,
i« > g SRS I3 I
r 0] m 1
om, 6 4 8
| Stiitzkraft: v, +— :—7~m“——7x~m,:—f~ml
i oy / rr
i
] 3 -m, L] Eckkraft: —2~(—mu) =2-m,
: m, m, My, Yy
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Das erste Beispiel behandelt eine Quadratplatte mit Seitenlange / unter einer gleichmassigen Flachenlast
q. Die Ansatze fur die Biegemomente m, und m, sowie das Drillmoment m, (welches entlang der
Koordinatenachsen verschwindet) ergeben mithilfe der Gleichgewichtsbedingung flr Platten die maximal
aufnehmbare Last q,,.

Die Schnittkraftverlaufe an den Plattenrandern folgen aus den gewahlten Momentenansatzen; die
Querkraft sowie die Stutz- und Eckkrafte werden aus den Dbereits hergeleiteten
Gleichgewichtsbedingungen ermittelt.

Die Losung basiert auf der statischen Methode der Plastizitatstheorie: das Gleichgewicht ist in jedem
Punkt erflullt und die Fliessbedingung nirgends verletzt; es wurden jedoch keine
Vertraglichkeitsbedingungen aufgestellt. Im Allgemeinen handelt sich hierbei somit um einen unteren
Grenzwert der Traglast. Fir das gezeigte Beispiel existieren vertragliche Bruchmechanismen, und es
handelt sich somit im Rahmen der getroffenen Annahmen um vollstandige Lésungen.

Ergédnzende Bemerkung

- Dass die Fliessbedingung nirgends verletzt ist (unter Berlcksichtigung der Drillmomente m, ), kann mit
der Normalmomenten-Fliessbedingung Uberprift werden, siehe spater.
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Randbedingungen — Beispiel 1 (Gleichgewichtslésung)

Lagerung der Platte: Aus der konstanten Stitzkraft folgt, dass die Platte entlang ihrer Rander einfach gelagert sein muss. Die
Ecken sind gegen Abheben gesichert (— nach unten gerichtete Eckkréfte)

. om,, 8
Stutzkraft: v, +——=-—-m,
oy /

Eckkraft:  2-m,

12.04.2021 ETH Ziirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton Il 18

Aus der Grosse der Querkrafte senkrecht zum jeweiligen Plattenrand (g, bei x =+ // 2 resp. q, beiy =+1/
2) und den Drillmomenten (m,,, bei x = + // 2 resp. m,,, bei y = + |/ 2) resultiert die Stutzkraft am
Plattenrand. Aus der konstanten Stltzkraft folgt, dass die Platte an den Randern einfach gelagert sein
muss.

Aus den Randquerkraften (Querkraft entlang Plattenrand, siehe vorhergehende Folie) folgen die
Eckkrafte. Die nach unten gerichteten Eckkrafte bedeuten, dass die Ecken gegen Abheben gesichert sind.



Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 2 (Gleichgewichtslésung)

Gegeben: Quadratplatte unter Flachenlast g mit Ansatzen fur Biegemomente m,, m, und Drillmoment m,,

? om, &
Gleichgewicht: ° WZ'* 22 +—m2"+q:0 - q :Sﬂ
Ox oxdy Oy I

Gesucht: Schnittkraftverlaufe am Plattenrand, Stutzkraft, Eckkraft, Lagerung der Platte
x=1/2, —lj2<y<i)2 2
. —6m /1 Drillmoment entlang Plattenrand: m,  =~=--m,
i —m J 1
1 Querkraft entlang Plattenrand:
Bmur@m“ 0 fol v 8x m, +4x m 2 m
E —y = . =——. Zom =-Z.
. aus - o g olgt: V. 2 M

m ]
N
om,, 2 4x

Ty i . + =—Zm +—-m =0
: Stitzkraft: V. o [t
i
1

m, L+ Eckkraft: ~ —2-(+m,)=-2-m

—_— u o
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Das zweite Beispiel behandelt dieselbe Quadratplatte unter der Flachenlast q. Im Unterschied wird hier
der Ansatz der Drillmomente mit umgekehrtem Vorzeichen definiert. Aus der Gleichgewichtsbedingung
der Platte folgt damit eine drei Mal tiefere Traglast.

Auch hier konnen mithilfe der Momentenansatze die Querkraft, die Stltzkrafte an den Plattenrandern
sowie die Eckkraft bestimmt werden. Der Wechsel des Vorzeichens der Drillmomente reduziert die
Querkrafte entlang der Plattenrander auf einen Drittel; die Stitzkraft verschwindet somit.



Platten — Randbedingungen

Randbedingungen — Beispiel 2 (Gleichgewichtslésung)

Lagerung der Platte: Aus der verschwindenden Stiitzkraft folgt, dass die Platte entlang ihrer Rander frei und lediglich an den
Ecken gestitzt ist.

om
Stltzkraft: v, +—==0
o
Eckkraft:  —2-m,

12.04.2021 ETH Ziirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton Il 20

Die Stitzkraft verschwindet entlang der Plattenrander; somit ist die Platte dort frei und lediglich an den
Ecken gestitzt (nach oben gerichtete, negative Eckkrafte = Reaktionen).
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Kinematische Beziehungen
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Platten — Kinematische Beziehungen
Beziehungen fiir diinne Platten

Nach der Theorie von Kirchhoff liber diinne Platten wird angenommen, dass die Normalen zur Plattenmittelebene wahrend
der Verformung gerade und senkrecht zur verformten Mittelflache bleiben.

. ow .
Verschiebungen: u=-z X Richtung
ow .
v=—z-— - Richtun
X £y y 9
g Jou__ Ow_
Verzerrungen: T o P Xa
e = @ ==z 2W zZ-Y
b ay ayZ v
Lo v, P
Yy o o o0y Yo
_ o’w e o*w
Kriimmungen: he=770 PR
. _ o*w
Drillung: Xy oy
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In der elastische Plattentheorie werden neben den Gleichgewichtsbedingungen auch die kinematischen
Beziehungen bendtigt, um die Vertraglichkeitsbedingungen zu definieren.

Nach der Theorie von Kirchhoff flr diinne elastische Platten wird angenommen, dass die Normalen zur
Plattenmittelebene wahrend der Verformung gerade und senkrecht zur verformten Mittelflache bleiben
(analog Balkenbiegung, Annahme von Bernoulli/Navier).

Aus der Abbildung kdnnen jeweils die kinematischen Relationen der Verschiebungen in Abhangigkeit der
Plattendurchbiegung w ermittelt werden. Daraus folgen die Verzerrungen g,, ¢
Krimmungen y,, ¥, und die Drillung y,,.

, und vy,, bzw. die



Platten — Kinematische Beziehungen
Transformation der Kriimmungen und Drillungen

Analog zur Transformation der Normal- und Schubspannungen

Ay,

12.04.2021 ETH Ziirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton Il 23

Aus den Beziehungen der Verzerrungen (,, €,, v,,) ist ersichtlich, dass auch die Krimmungen (y,, %, %)
mit einem Mohrschen Kreis dargestellt werden kénnen.

Im Allgemeinen ist die Mittelebene nicht verzerrungsfrei, sondern weist Verzerrungen (g, €,0, Yxy0) auf,
womit die Verformung eines Plattenelementes allgemein durch sechs kinematische Parameter (g,q, €0,
Yo X Ay Asy) fEStgElEgt ist.
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Elastische Platten
Annahmen der elastischen Plattentheorie

Die Theorie von Gustav Robert KIRCHHOFF fiir diinne Platten griindet auf folgenden Annahmen:

1. Die Plattendicke h ist konstant und klein gegentiber anderen Abmessungen.
— Die Normalspannungen o, werden vernachlassigt. Die Spannungsverteilung in der Platte darf damit als eben und tber
h linear angenommen werden.

2. Die Normalen zur Plattenmittelebene bleiben gerade und senkrecht zur verformten Mittelebene.
— Die Schubverzerrungen v,, und y,, verschwinden in der Folge (schubstarre Platten). Damit ist z eine Hauptrichtung.

3. Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Plattenschichten wird als geldst betrachtet.
— Zusammen mit Annahme 2 entspricht dies den Grundannahmen der Balkentheorie.

4. Die Durchbiegungen w sind klein gegentber h und unabhangig von z.
— Das Gleichgewicht kann damit am unverformten System gebildet werden, es treten i.d.R. keine Membrankrafte auf. In
Kombination mit Annahme 2 ergeben sich die kinematischen Beziehungen.

5. Der Werkstoff ist homogen, isotrop und linear elastisch.
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(Erlauterungen siehe Folie)



Elastische Platten

Plattengleichung

Aus dem Stoffgesetz (linear elastisch, Hooke’sches Gesetz), den kinematischen Beziehungen sowie dem Gleichgewicht am
infinitesimalen Element folgt die sogenannte Plattengleichung.

E E E
Hooke’sches Gesetz fir den ebenen Spannungszustand: ©. = - (81 +V'€‘-) % =Ty (Sy *V'Sx) Ty = 2(1+v) e
Plattengleichung: 4 4 4 I7E
a—vf+ —62W2+6—V4V:AAW:1 mit  D=—L" .
Ox ox“0y~ oy D 12(1-v7)
Balken in Zusatz- Balken in Plattensteifigkeit
x-Richtung term y-Richtung
Inhomogene Differentialgleichung 4. Ordnung (inhomogene Bipotentialgleichung)
— 2 Randbedingungen anpassbar, jedoch 3 Grossen vorhanden (m,,, m,, und v;) — Stutzkraft
 eingespannter Rand: m,, m,,und v, beliebig
« einfach gelagerter Rand: m, = 0, resultierende Stiitzkraft: v, + 27w — 9 | 5 Oy . .
:m, =0, : "o on ot Vergleiche Folie zu den
om, _om, om,, Randbedingungen

« freier Rand: m, = 0, verschwindende Stiitzkraft: Vot o, on 2o
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Mithilfe des Hooke’'schen Gesetzes kénnen unter Berlicksichtigung der Querdehnung die Normal- und

Schubspannungen ermittelt werden. Durch Einsetzen der kinematischen Beziehungen in
Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich die bereits in Folie 11 vorgestellte Bipotentialgleichung
elastischen Platten.

D ist dabei die Plattensteifigkeit; bei Vernachlassigung der Querdehnung (v = 0) ist sie gleich

die
der

der

Balkensteifigkeit EI = Eh3/12 (pro Einheitsbreite). Die Platte ist selbst in den einzelnen Richtungen etwas
steifer als der Balken, da nicht alle Fasern getrennt sind, sondern lediglich die horizontal liegenden

Schichten (Einfluss der Querdehnungszahl).

Die Randbedingungen ergeben sich gemass der Uberlegungen aus Folie 14.



Elastische Platten

Abschatzung der Durchbiegungen

Die Durchbiegungen in Plattenmitte konnen als Vielfaches derjenigen des einfachen Balkens gleicher Spannweite
abgeschatzt werden (nach Bachmann, 1991):
5 gl p FI

W=C'3843 _1—\/2 q =const.
[
Einfach gelagerte Platte = ® Inden Ecken gestltzte Platte
I
c=0.312 c=225
| |
Eingespannte Platte I * ® | Mittelfeld einer unendlich ausgedehnten Flachdecke
/I + <4
¢ =0.098 o o| ©=0.446

Zu beachten ist der Steifigkeitsabfall infolge Kriechen (E,.. = E,,/3) und Rissbildung bzw. die Steifigkeitserhdhung infolge
Zugversteifung und die kleineren Durchbiegungen bei Vorspannung
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Bei Quadratplatten unter gleichmassiger Flachenlast g kann die Durchbiegung in Plattenmitte als
Vielfaches derjenigen des einfachen Balkens gleicher Spannweite abgeschatzt werden.

Daraus ist auch der Einfluss der verschiedenen Lagerungsarten ersichtlich; bspw. weist eine eckgestiitzte
Platte viel héhere Verformungen auf als eine einfach gelagerte.

Weiter zu beachten sind die Einflisse auf die Steifigkeit infolge Kriechen und Rissbildung sowie
Zugversteifung oder eine allfallige Vorspannung.



Elastische Platten

Tragwerksanalyse / Berechnungsmethoden — Ubersicht

Elastische Plattentheorie Plastische Plattentheorie
Statische Methode Kinematische Methode
der Plastizitatstheorie der Plastizitatstheorie
Lésung der Platten- Methode der - Momentenansatze Fliessgelenklinienmethode
differentialgleichung Finiten Elemente
Approximative Ldsungen | Methode der stell-
mit Energieverfahren vertretenden Rahmen
einfach
— Streifenmethode <
erweitert
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Elastische Platten

Losungsverfahren

» Direkte L6sung der Plattengleichung
— flr spezielle Problemstellungen mdglich (z.B. rotationssymmetrische Platten)
— Resultate sind in Literatur vorhanden und insbesondere fiir Abschatzungen und Plausibilitdtskontrollen wertvoll

» Approximative Losung der Plattengleichung mit Fourier-Reihenanséatzen oder Energieverfahren
— z.B. fir Rechteckplatten mit unterschiedlichen Randbedingungen und Belastungsanordnungen

» Ldsung der Plattengleichung mit der Methode der Finiten Elemente
— L6sung der Vertraglichkeits- und Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Element
— beliebige Randbedingungen und Belastungen méglich
— heute meistens verwendet
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Die Loésung der Plattendifferentialgleichung ist nur in wenigen Fallen analytisch mdglich (z.B. fur
rotationssymmetrische Falle), nicht direkt anwendbar oder nur mit starken Vereinfachung (da es kaum
rotationssymmetrische Probleme gibt; z.B. Durchstanztheorie basiert auf rotationssymmetrischen
Annahmen — obschon orthogonal bewehrte Platten nicht wirklich rotationssymmetrisch sind). In der
Literatur finden sich einige Ansatze zur Losung verschiedener Probleme mit unterschiedlichen Geometrie
und Randbedingungen; sie sind insbesondere flir Abschatzungen und Plausibilitdtskontrollen wertvoll.

Andere Moglichkeiten bestehen in der Verwendung von Fourierreihen, um Gleichlasten/Randbedingungen
anzunahern oder Energieverfahren nach Ritz und Galerkin.

Aufgrund dessen werden in der Praxis meist computergestiitzte Berechnungen basierend auf der Methode
der Finiten Elemente durchgefihrt. Hierbei werden am infinitesimalen Element die Vertraglichkeits- und
Gleichgewichtsbedingungen geldst. Heutige Computer erlauben aufgrund der hohen Rechenkapazitat
eine angemessene Anzahl an Elementen, so dass beliebige Randbedingungen und Belastungen mdglich
sind. Aufgrund der hohen Dichte an Diskretisierungspunkten ist eine direkte rechnerische Uberpriifung der
FE-Methode schwierig; daher sind die Eingabedaten und die Resultate stets kritisch zu hinterfragen und
mit vereinfachten Handrechnungen zu Uberprifen.



Elastische Platten

Direkte Losung der Plattendifferentialgleichung — Beispiel

Einfach gelagerte Quadratplatte unter sinusférmiger Flachenlast q (x,y) (Lsg. n. Navier) v: Querdehnungszahl
w) . (T
by Last: 4=4,-sin 7)~51n(7yj
Diff tialaleich ) o'w o'w +647W—AAw—1
ifferentialgleichung: 55+ 25 555+ 50 D

ow O'w

m, =— —+V—s
ox .

2 2
- D[L*; ﬂ]
e oy 0
X
Ansatz: w=C-sin [%}sin [%}
177‘
Randbedingungen: ~ w(0,y)=w(l,y)=w(x,0)=w(x,/)=0
m (0,y)=m,(L,y)=m, (x,0)=m,(x,])=0
N ) gl gl . (Ttx) . (Tcyj
C= w= -sin| — |-sm| —
Lésung: an'D an'p T !
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Das Beispiel zeigt eine einfach gelagerte Quadratplatte unter sinusformiger Flachenlast.

Der Ansatz fir die Lésung der Bipotentialgleichung (von Navier vorgeschlagen) ist affin zur Belastung. Die
Momentenverlaufe kénnen aus den zweiten Ableitungen der Durchbiegungen ermittelt werden. Die
einfache Lagerung der Platte bedingt, dass jeweils die Durchbiegungen wie auch die Momente an den

Réandern gleich null ist.

Daraus kdnnen die Durchbiegungen der Platte, und daraus die Beanspruchungen, ermittelt werden.



Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgestitzte Quadratplatte unter Eigenlast (/= 10 m, h = 0.25 m)

Durchbiegungen qualitativ und iberhéht
Wpax = W(I/2, 1/2) = 5.6 mm
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Die Loésung der Plattengleichung kann auch numerisch, mithilfe der Methode der Finiten Elemente
angenahert werden. Bei geniigend feiner Diskretisierung resultiert dabei die elastische Losung.

In der Abbildung sind fiir eine umfanggelagerte Platte unter gleichmassiger Belastung die Biege- und
Drillmomente m,, m, und m,, als Isolinien und die (Uberhohten) Durchbiegungen isometrisch dargestellt
(Berechnung mit kommerzieller Software Cedrus-7 von Cubus AG). Die Durchbiegungen sind gemass den
Randbedingungen gleich null entlang der Plattenrander. Dies bedingt, dass die Ecken gegen Abheben
gehalten sind, was auch an den Maxima der Drillmomente an eben jenen Orten ersichtlich ist.



Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgestitzte Quadratplatte unter Eigenlast (/ = 10 m, h = 0.25 m) — ohne negative Stutzkrafte (=Eckkrafte)

_~ Durchbiegungen qualitativ und iiberhoht

RS = W,

= w(l/2, 1/2) = 6.6 mm
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Ist die Platte nicht gegen Abheben gesichert, gibt es keine Stitzkrafte in den Ecken; somit verschwinden
die Drillmomente dort (bei Platten mit Eckkraften treten dort die Maxima und Minima auf).

Die Verformungen sind gegentber der Platte mit Eckkraften leicht héher, da das System weicher ist.



Elastische Platten
Losungsverfahren mit finiten Elementen — Beispiel

Randgestitzte Quadratplatte unter Eigenlast (/= 10 m, h = 0.25 m)

Stiitzkraft am Rand [kN pro Abschnitt] Richtungen der Hauptmomente
(blau: positiv, rot: negativ)
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Bei Betrachtung der Reaktionen der Auflager (Wande) erkennt man die konzentrierten Eckkrafte, welche
die Platte gegen Abheben sichern.

Die Richtung der Hauptmomente veranschaulicht die Tragwirkung der Platte. In den Plattenvierteln zu den
Ecken hin verlaufen die Hauptrichtungen jeweils im Winkel von 45° zu den Koordinatenachsen, was
darauf hinweist, dass die Drillmomente in xy-Richtung maximal sind (vgl. Mohrscher Kreis). In den
Symmetrieachsen verschwinden die Drillmomente, somit verlaufen die Hauptrichtungen dort in Richtung
der x- und y-Achse.



