Schelbenelemente
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Scheiben - Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingungen
dx

dz

yA

Positive Spannungen wirken an Elementen mit positiver
ausserer Normalenrichtung in positiver Achsenrichtung

Positive Membrankrafte entsprechen positiven
Spannungen

Indizes: 1-Richtung, 2-Normalenrichtung

Gleichgewicht in Richtungen x, z:

oo, Ot

+—=+q,=0
OX 0z
%4_%4_(:'2 — O
19) 0z

resp. in Membrankraften
(o, T konstant Uber Scheibendicke h):

on, on

+—=%+h-q,=0
1) 0z
%+%+h.qzzo
OoX 01
(nX:hGX n, = ho, nXZ:thZ)

mit (Momentenbedingung M, = 0):
T =71 resp nZX - nXZ

ZX Xz
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Scheiben — Spannungstransformation

Spannungstransformation: Mohrscher Kreis T

20 20,

/7\TX \QW:
t/ / 1 t ‘z

G, =G,C0S8° @+0,sin’ @+ 2t,, SinQCos @

6, =G, Sin°@+c,c0s’ ¢— 21, SiNQPCOS
1, =(c, —0c,)sinecose+ 1, (cos’ ¢ —sin® ¢)
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Scheiben — Spannungstransformation

Spannungstransformation: Mohrscher Kreis

— =X

G_

+— 262 CoS2¢ +t,,SiN2¢

G_

/ \n
/ 1
o
VA
GX +GZ
Gn:
2
c, +0,
Gtz
2

11.12.2023

A 262 CoS2¢p—1,,SiN2¢

G, — G,

sin2¢ + t,, COS2¢p
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C0S2¢ = CoS* @ —Sin’ @
1=sin’@+cos” ¢
sin2¢ = 2sin@Ccos @




Scheiben — Spannungstransformation

Spannungstransformation: Mohrscher Kreis

11.12.2023

/7\TX
1 1 ¢ ‘
i

_0,*+0, O~

e

+ = . o COS2¢ +T,,SIN2¢

c,+0, O, —

= + XZGZ COS2¢p—1,,SIN2¢

0, G,

= — sin2¢ +1,, COS 20

- X
\Qn

Z

20 20, -

=

¢, ¢

1 2
T e O :_tanl[ = J
2 G, — O,

2 2
o) +GZ+\/(GX—GZ) +4rt,,
2 2
N J J
Y

y
Mittelpunkt  Radius Mohrscher Kreis
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Scheiben - Gleichgewicht

Gleichgewicht (« = Beton + Bewehrung»)
Orthogonal bewehrtes Element (Bewehrungsrichtungen X, z):

» Beton homogen und isotrop, nimmt Druckspannungen < f_ in beliebige Richtung auf
aber keine Zugspannungen

« Bewehrung nimmt nur Kréfte in Stabrichtung auf, bis maximal zum Betrag f, und ist
so verteilt und verankert, dass mit &quivalenten Spannungen gerechnet werden kann

« Starrer Verbund zwischen Beton und Bewehrung

In Membrankraften: =n_+Nn, =n_+a,0

SX T SX
- r-]ZC + nZS - nZC + aSZGSZ
= r]XZC + r]XZS = r-]XZC

(nx =ho, n,=ho, n,= hrxz)
In &quivalenten Spannungen: =0, +p,0
- CTZC + pZGSZ
= TXZC

(Bewehrungsgehalte p, = a_, /h, p, =a,/h)
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Scheibenelemente — Gleichgewicht

Gleichgewicht (« = Beton + Bewehrung»)
Orthogonal bewehrtes Element (Bewehrungsrichtungen x, z):

Darstellung mit Mohrschen Kreisen (bei orthogonaler Bewehrung einfach, da t,,. = 0):

AT
X pXGSX
B — I
(J
3 ~>< d f;gﬁ;; /
F‘JI‘JJ;‘ >
rﬁf il 3 a1
ﬂf H’Hf
e e o
! Z Q Z pZGSZ
=G, +p,0, =G6,C08°a+p G,
=0, +p,0, =G,SiN°a+p,o,, X, z: Richtungen der Bewehrung,
=T, =—c_,Sinacosa Verhalten nicht isotrop (auch nicht fur a_, = a.,)!

o: Hauptdruckrichtung im Beton
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Scheibenelemente- Fliessbedingungen

Fliessbedingungen von Tresca und v. Mises flir ebenen Spannungszustand

G,
-""“--r"*'“'r\
} fs
S X "/ i“
/ ]
NG o, /,« ;
- /0\ 3 ||—e g !
o -
! sz - f§! fS G1
— /
‘, T /'
GZ \ 4/
VA \, e
TreSCd‘\, —f

Tresca

Max(joy|,|os|,|oy —os]) - f, =0
- Hauptspannungsebene: Sechseck
- Raum: zwei elliptische Kegel und verbindender elliptischer Zylinder
V. Mises

cl-o.0,+0 +3r,—f2=0
- Hauptspannungsebene: dem Tresca-Sechseck umschriebene Ellipse
- Raum: Der Fliessbedingung von Tresca umschriebenes Ellipsoid

11.12.2023 ETH Zurich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton |



Biegung und Normalkraft — Interaktionsdiagramme

Rechteckquerschnitt — starr-ideal plastisch, ohne Uberdeckung

(1) Beton allein

b
A=A
— XN h
AC O E & M ﬁz
Y YE, >x
D—l—<—f—fC A
B A
Druckzone oben: N, =- D—S—m bf.,, M,
2 %
Druckzone unten: N, =- g+8—m bf,, -M,
X

Fliessfunktion: Y. =M _+ N, D+ N,
g 2 2bf,

&, h N, aY,/oN,

Fliessgesetz: 4Im 4 e

i 2 bf, 8y, /oM,

c

11.12.2023

M
X Y°:o ________________ bh?f, /8
R b
—bhf, _bif_ /2 =N
1 —bh?f,/8

— Aplastischer Bereich Y.< 0,
begrenzt durch Fliessgrenze
Y.= 0 (besteht aus zwei Parabeln)

— Plastische Verzerrungsinkremente
sind orthogonal zur Fliessgrenze,
nach aussen gerichtet (Fliessgesetz,
allgemein ¢ =«-grady )
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Biegung und Normalkraft — Interaktionsdiagramme

Rechteckquerschnitt — starr-ideal plastisch, ohne Uberdeckung, A, = A’

(2) Bewehrung allein

11.12.2023

b
AR N —
I I =
! A=A
E, >
| |
X
I e N -
1H 0 Cigg, M |Y vy h
: Y Y
| I
|_|_<_,—f-__.| /Ag ‘f
G F y = = s

— Aplastischer Bereich Y, < 0 ist bei zwei Bewehrungslagen ein Parallelogramm (bei symmetrischer
Bewehrung A, = A, Rhombus), das durch die den beiden Bewehrungslagen entsprechenden Vektoren
aufgespannt wird

— Kombination der beiden Bewehrungslagen grafisch durch geometrische Linearkombination
(siehe Kombination von Beton und Bewehrung)

— Eckpunkte: beide Bewehrungen fliessen, Seiten: eine Bewehrung fliesst
— Plastische Verzerrungsinkremente sind orthogonal zur Fliessgrenze Y. = 0, nach aussen gerichtet
(Fliessgesetz)
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Biegung und Normalkraft — Interaktionsdiagramme

H

Rechteckquerschnitt — starr-ideal plastisch, ohne Uberdeckung, A, = A’
(3) Stahlbeton = Beton + Bewehrung

— Fliessfigur des Stahlbetons durch geometrische Linearkombination
der Fliessgrenzen Y. =0und Y_=0

— Vorgehen: Fliessgrenze (Y. = 0) rein translatorisch mit inrem Ursprung
entlang Fliessgrenze (Y, = 0) bewegen
(oder umgekehrt Y, = 0 entlang Y. = 0)

— Resultierender Bereich Y < 0 entspricht dem aplastischen Bereich des
Stahlbetonquerschnitts, mindestens schwach konvex, Fliessgesetz
(Orthogonalitat der plastischen Verzerrungsinkremente bezlglich
Fliessgrenze) gilt weiterhin

— Entlang gerader Stiicke der Fliessgrenze bleibt eine Bewehrung
elastisch (starr)

— Vorgehen auf beliebige Bauteile und Beanspruchungen Ubertragbar
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Fliessbedingung fir orthogonal bewehrte Scheiben

- X

— . a i e

(« = Beton + Bewehrung»): ;><[ —n_+n. =n_+a.c.
3 o n,_+n n.+a,c
. . * = =

Scheibendicke h e ] ©on R

. . r/"’f r’f’ - nxzc + nxzs = nxzc
Beton und Stahl ideal plastisch, starrer Verbund ——
Bezeichnungen f, und f, (Zug) resp. f,’ (Druck) bei
Bemessung ersetzen durch f =k, foq und f, = - f,/ =f, ‘

Z
Fliessbedingung Bewehrung: Fliessbedingung Beton:
(nimmt nur Krafte in Stabrichtung auf) (homogen, isotrop, mit f,, = 0)

ht_ /2

\ n: = (hf, +n,)(hf, +n,)

n>. =n.n

XzC X
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Fliessbedingung fir orthogonal bewehrte Scheiben

Geometr. Linearkombination Beton + Bewehrung & =

11.12.2023

=
A
—

hf_ /2

ETH Zirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton |

- X
= r-]XC + nXS = nXC + aSXC$SX
= r-]ZC + nZS = nZC + a'SZGSZ
= Iﬂ'XZC + nXZS - nXZC
Vorgehen:

Fliessgrenze Y= 0 rein translatorisch
mit ihrem Ursprung entlang der
Fliessgrenze Y, = 0 bewegen

(oder umgekehrt Y, = 0 entlang Y, = 0)

]



Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Fliessbedingung / Fliessregimes Stahlbeton

Linearkombination der Fliessbedingungen, d.h. verschieben der Fliessbedingung
des Betons (Ursprung) entlang der Fliessbedingung der Bewehrung

«Stahlbeton = Stahl + Beton»

_<

1=

< <

3=

<

< < <

NB: Bewehrungsflachen je Langeneinheit in x- und z-Richtung a,, = A, /S,

11.12.2023

2 =

4 =

n2 - (a, f, —n)(@, f, —n,)
n? —(hf,—a,f, +n,)(a,f,—n)
nZ - (a, f,, —n)(hf, —a, f, +n,)
L - (nhf,/2)
n? +(a, f. +n)(hf +a f/ +n)
—nxz+(hfc+aSZ . +n)@a,f,+n,)
=n’, —(hf, +a,f. +n)(hf +a,f’

'+n,) =0

In

xz|_

=const.

&
0
%

a'SZ = &Z/SZ
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Fliessbedingung / Fliessregimes Stahlbeton
Y,: Beide Bewehrungen fliessen auf Zug
(Gsx - fsx’ Osz = fsz’ 02 Gz 2 'fc)

Y,: z-Bewehrung fliesst auf Zug, Beton bricht
(05, =fsz 03 =-fc, -Fox S 05 =15

Y,: Xx-Bewehrung fliesst auf Zug, Beton bricht
(Gsx = fsx' i f f’ S 0g S fsz) x

n,,| = const

NB: Bruchart: sehr duktil / duktil (ausser bei sehr flachen Druckfeldneigungen) / Y
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Verzerrungsinkremente und Hauptdruckrichtung

Verzerrungsinkremente sind proportional zu den Komponenten der &usseren Normalen auf die Fliessflache (Gradient) im
jeweiligen Punkt der Fliessfigur (x = O: beliebiger Faktor):
oY . oY : oY

&, =K—, §,=K—, Y,=K—
on ©on *on,

X

Neigung a der Hauptdruckrichtung 3 bez. x-Achse folgt mit Mohrschem Kreis aus plastischen Dehnungsinkrementen
(Hauptverzerrungsrichtung = Hauptdruckspannungsrichtung Beton):

cot2o— E7E it cotq - CSRAFL_ o \/cosz(29)2+sin2(20c)
7 sin2a) “ sin“(2a) Y,:cot’a=(a,f,—n)/(a,f,-n,)
Y, :cot?a = (hf_—a_f,+n)/(a,f,
cotazéz,_éu\/[éz, Y, :cot® o = (a, f, —n,)/(hf, —a,, sx+ﬂ)
Yz >~ Y,:cot’a=1
Y, :cot? a=—(a, f.+n)/(hf +a, f. +n)
Y, :cot’ a=—(hf_+a,f. +n)/(a,f. +n)
Y, :cot’ o= (hf, +a,f. +n)/(hf +a_f.

-/
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Bemessung der Bewehrung

Bemessungspraxis: in der Regel Regime 1 (duktile Bruchart; Fliessen der beiden Bewehrungen vor Betonbruch, Beton bleibt
|ntakt) a, fsz -n,

Fliessbedingung fir Regime 1 in Parameterform (— direkte Bemessung):
Yl = nfz _(asx fsx _nx)(a _nz) =0

SZ fSZ

a, f, =n, +k|n

SX “SX T XZ|

k =cota

-1 n_|=const. —
a, f, =n, +k™|n| n.|
Bedingung, damit Fliessregime 1 massgebend wird (kein Betonbruch): coto =0.5 —
hf, >a,f, +a,f,—(n+n,) cota=2.0 — o
nXZ
NB: a,f,n,

— Grosse von f; siehe Vorlesung «Advanced Structural Concrete». Naherung gemass SIA 262 : f.= k, f,4 (mit k. = 0.55)
— Neigung des Betondruckfelds im Regime 1 folgt aus: cot?a=(a,f,—n)/(a,f,—n)
— Wert k = cota theoretisch frei wahlbar, in Bemessungsnormen oft Bedingung 0.5 <k <2

— Verwendung von k = 1, d.h. a = 45°: «linearisierte Fliessbedingungen», in vielen FE-Programmen implementiert. Sichere
Bemessung, aber nur eine von vielen Moglichkeiten (bei separater Grenzwertbildung far n,, n, n,, u.U. stark auf sicherer
Seite)
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Scheibenelemente — Fliessbedingungen

Stegdruckbruch (Regime 2) n

xz A

Regime 4
Regime 2 \
Ist die Bedingung hf; > a f, +a, f, —(n, +n,) nicht eingehalten, liegt eine ht /2 - \,

SX ~SX SZ " SZ

Bruchart vor, bei welcher der Beton auf Druck versagt.

Praktisch relevant ist insbesondere bei Tragern das Regime 2, welches

in Fallen mit a, f,, —n >a,f,—n, vorliegt. \ cota=20 .-
_ _ _ N gl cota=0.5
— Bruchart: Fliessen der z-Bewehrung mit gleichzeitigem R
Betondruckbruch heisst Stegdruckbruch («web crushing») - -
c 2 a1, —n,

— Schubwiderstand des Scheibenelements lasst sich als
Viertelkreisbogen darstellen

— Begrenzungen fiir cota entsprechen im Diagramm Geraden

NB: Darstellung rechts = Projektion der Fliessfigur in die Ebene (n,, n,,),
um Betrag a, f,, verschoben

(n, = verallgemeinerte Reaktion)
projizierter Schnitt

n
4
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