Stabtragwerke - Torsion
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Torsion — Allgemeines

Gleichgewichts- und Vertraglichkeitstorsion

«Gleichgewichtstorsion»: «Vertraglichkeitstorsion»:
Torsion ist fir Gleichgewicht erforderlich und Torsion ist nicht fiir Gleichgewicht, sondern nur fir die
unabhangig von der Torsionssteifigkeit GK: Vertraglichkeit der Verformungen erforderlich und abhangig

von der Torsionssteifigkeit GK:
Gleichgewicht kann mit

T = 0 erflllt werden
Armahme GK=0)

S
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Bei einer Torsionsbeanspruchung kann man zwischen Gleichgewichtstorsion und Vertrdglichkeitstorsion
unterscheiden.

Die Unterscheidung ist relevant, da bei Vertraglichkeitstorsion die Schnittkraftverteilung, und damit die
Grosse der Torsionsbeanspruchung, vom Verhaltnis der Torsionssteifigkeit GK zur Biegesteifigkeit E/
abhangt. Da die Torsionssteifigkeit bei der Rissbildung wesentlich starker abfallt als die Biegesteifigkeit,
resultiert eine stark unterschiedliche Schnittkraftverteilung vor resp. nach der Rissbildung.



Torsion — Allgemeines

Gleichgewichts- und Vertraglichkeitstorsion

«Gleichgewichtstorsion»: «Vertraglichkeitstorsion»:
Torsion ist fir Gleichgewicht erforderlich und Torsion ist nicht fiir Gleichgewicht, sondern nur fir die
unabhangig von der Torsionssteifigkeit GK: Vertraglichkeit der Verformungen erforderlich und abhangig

von der Torsionssteifigkeit GK:

“L Massgebender Parameter: Verhaltnis
Torsions- zu Biegesteifigkeit (GK)/(El)

Im gerissenen Zustand ist

GK" ~0.1GK", EI" ~0.3EI'
GK" 1GK'
BT e —
EI" 3 EI

Beriicksichtigung z.B. durch

Berechnung mit (EI',GK"/3)

(Verformungen dann aber mit Faktor
3 zu erhéhen)
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Torsion — Aligemeines

Umlauf- und Woélbtorsion

N 2T LT TIGTTTZ LT
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Umlauftorsion Woélbtorsion

Bei Vollquerschnitten und Hohlkastentragern kann von Bei offenen Querschnitten ergibt sich dagegen Wélbtorsion.
Umlauftorsion mit geschlossenem Schubfluss ausgegangen
werden.

Im Allgemeinen liegt gemischte Torsion mit Umlauf- und Wélbtorsionsanteilen vor, siehe Vorlesung Baustatik Il1.

Die Schubfliisse aus Torsion in den einzelnen Querschnittsscheiben sind jenen aus Querkraft zu Gberlagern. Anstelle des
Stegfachwerkmodells bei reiner Schubbeanspruchung resultiert fiir den gerissenen Zustand ein raumliches Fachwerkmodell
resp. Spannungsfeld.
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Eine weitere Unterscheidung betrifft die Aufnahme der Torsionsbeanspruchung in einem Querschnitt.
Wahrend Hohlkasten- und Vollquerschnitte eine Torsionsbeanspruchung primar durch Umlauftorsion
aufnehmen, resultiert in offenen Querschnitten Wélbtorsion. Im Allgemeinen liegt gemischte Torsion vor.

Der Abtrag der Torsionsbeanspruchung erfolgt in beiden Fallen Uber Schubfliisse in den einzelnen
Scheiben des Querschnitts. Diese sind den Schubflissen infolge Querkraft zu tGberlagern.

Ergénzende Bemerkungen

- Wird bei Vollquerschnitten von Umlauftorsion ausgegangen, ist der Bemessung ein fiktiver
Hohlkastenquerschnitt zugrunde zu legen, mit Wandstarken der umlaufenden Schubwande von
maximal etwa d/8 (d = statische Hohe des Vollquerschnitts).

- Der Abtrag von Torsionsmomenten Gber Umlauftorsion ist insbesondere bei grésseren Tragerlangen
(Torsionsspannweiten) wesentlich steifer als derjenige Gber Wolbtorsion. Hauptgrund daflr ist, dass
sich bei Umlauftorsion keine Gurtkrafte Uber die Lange der Torsionsspannweite aufbauen (die in
Richtung der Tragerachse wirkenden Komponenten des Schubflusses infolge Torsion heben sich in
jeder Querschnittskante auf).



Torsion — Allgemeines

Raumliches Spannungsfeld
\D/ % Iﬂ In
@

(’ Stringer = Gurt

AN \A =\ Scheibe — Die Sicherstellung des
ﬂ\\i\ X N — o = Schubflusses an den Kanten
EEEEE

des Querschnitts erfordert eine
N Scheibe $ = entsprechende konstruktive
®

X

X L Durchbildung, z.B. mit {iber-
i i greifenden Steckblgeln.
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Torsion — Torsionswiderstand Hohlkastenquerschnitte

Voraussetzungen:

Kastenquerschnitt mit konstanter Wanddicke ¢

Reine Torsionsbeanspruchung

Gleichmassige Bligelbewehrung in den Scheiben a,, = A,/ s
Gleichmassig uber den Umfang u = Zz; verteilte Ladngsbewehrung a, = A /u

fffffffff . e
| l V. |
| X \ A V/ T -
| = | - | v, TS
\ z ! V. \
L= g N J

Die einzelnen Querschnittsscheiben erfahren eine Schubbeanspruchung; Schubkrafte und Torsionsbeanspruchung sind
statisch dquivalent. In jeder Querschnittsscheibe stellt sich ein diagonales Druckfeld mit Neigung a zur x-Achse ein
— analog zur «Querschnittsbetrachtung» (siehe Querkraft):

~ A\'wi
2a Yoy -x Vie=5572 < < fia -z cota,
v 24, 8;
z| i
Einwirkung Widerstand der Biigel
——
| z-cota !
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Auf dieser und den beiden folgenden Folien wird der Torsionswiderstand eines Hohlkastentragers fur eine
gegebene Bewehrung hergeleitet.



Torsion — Torsionswiderstand Hohlkastenquerschnitte

Voraussetzungen:

- Kastenquerschnitt mit konstanter Wanddicke t

- Reine Torsionsbeanspruchung

- Gleichméssige Bugelbewehrung in den Scheiben a,, = A,/ s

- Gleichmassig lber den Umfang u = 2z, verteilte LAngsbewehrung ag, = Ay /u

Setzt man die Druckfeldneigung in allen Scheiben gleich a, folgt aus dem Widerstand der Bugelbewehrung
TRd,A:w = 2A0 ﬂf;d -cota
S

Infolge der Schubabtragung ber ein diagonales Druckfeld resultiert in jeder Scheibe eine zusatzliche Langszugkraft von
V,cota; (analog zur Vergrosserung der Langszugkraft aus Biegung durch Querkraft):

e o, =0 = const.

T VT, :
F 1 :sz cota, :ﬁ'zzi cota, :ﬁw-cota s Ay fu

A,
> Thgag =24y L;[ - fia - tano
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Torsion — Torsionswiderstand Hohlkastenquerschnitte

Voraussetzungen:

- Kastenquerschnitt mit konstanter Wanddicke t

- Reine Torsionsbeanspruchung

- Gleichméssige Bugelbewehrung in den Scheiben a,, = A,/ s

- Gleichmassig lber den Umfang u = 2z, verteilte LAngsbewehrung ag, = Ay /u

Durch Gleichsetzen der Widersténde der Bligel und der Ldngsbewehrung resultiert die Druckfeldneigung, bei der Bligel- und
Langsbewehrung voll ausgenutzt werden und der zugehdrige Torsionswiderstand:
=24, At -cota =24, Aita tano =Ty, 4,

s
A

u
SW. u ASM’ u AA'\\’ AS
: — tano = ' > Ty = TRd,Axw = TRd,Axl = 2A0f.;d’\ =
s A, s A, s u

T,

Rd , Asw

— tan® o = =

Zusatzlich missen die Betondruckspannungen in den diagonalen Druckfeldern tberpruft werden:

T, , A, AN,
(tana+cota )<k f. S| ey T <k fot
orrR T e e
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Torsion — Torsionswiderstand Hohlkastenquerschnitte

Beispiel: Torsionswiderstand eines Hohlkastenquerschnitts

1030 —Beton C25/30  f,, =20 MPa
— Betonstahl B500B  f, =435 MPa c¢,,, =30mm
y‘_ffc 1.80 — Biigel ?14@150mm a,=2-1027 mm’/m
! — Léangsstibe 916@150mm 4, ,, =33778mm’
1030 A,=42-21=8.82m’
14030 3.90 0.30; , u=2-(42+21)=12.6 m

To =24,f. /AT% ~2.8.82:0.435-,[2-1027- 3?2728 =18'006 kNm

tana = Aw.l:\/zmon 126 _0g875 —a=412°
s A, 33'778

cg:(i+ﬂj&:(2.1'oz7+”778]-@~ L _69MPa<k f,=055-165=9.1 MPa
s ou )t 12.6 ) 300 1'000
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Die Folie illustriert die Ermittlung des Torsionswiderstands eines Hohlkastentragers an einem Beispiel.



Torsion — Torsionsbemessung Hohlkastenquerschnitte

Torsionsbemessung B [ apapagapnp g C

+ Konstante Wanddicke t, konstante Bligelbewehrung, :
gleichmassig Gber Umfang verteilte LAngsbewehrung |

|

|

|

+ Annahme / Wahl von a (Neigung des diagonalen Druckfelds)
+ Blgelbewehrung A,

4, 4 A 1 T
Ty s =242 f, -coto —>—2>—.—4 .fanq
s s 272
» Langsbewehrung Ay
! A 1 T
Trga, =24, Sl'fm'tana SOl >_— . _Td_.cota
- u l u fsd 2'Ao

mit u = mittlerer Umfang; Stringerkrafte N =0

* Scheibendicke t (Beschrankung der Betondruckspannung)

T
t> .
kofy 24,

~(tan0L + cota)
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Einfacher als die Ermittlung des Torsionswiderstands bei gegebener Bewehrung ist die Bemessung der
Bewehrung fir eine gegebene Torsionsbeanspruchung: Jede Scheibe ist fur eine Schubbeanspruchung V;
= T4, z;1(2A,) zu bemessen (gemass Kapitel Querkraft).

Die Krafte in den Eckstringern sind konstant (*), da aus den zugehdrigen Spannungsfeldern bzw.
Fachwerkmodellen der einzelnen Scheiben jeweils Druck- und Zugkrafte in den Gurten resultieren, welche
sich gerade aufheben.

(*) Wird die Langszugkraft infolge Torsion durch eine in den Scheiben verteilte Langsbewehrung
aufgenommen, sind die Eckstringern infolge Torsion unbelastet).



Torsion — Torsionsbemessung Hohlkastenquerschnitte

Lasteinleitung liber Endtrager / Querscheibe

P . indirekte Lagerung Lagerreaktionen
% —~ Querscheibe zur
L [ Auflagerung bzw. gleichmissige Einleitung iiber ganze Scheibenhdhe,
Lasteinleitung Resultierende in Scheibenmitte Reakti+on aus
J T/2b" Beanspruchung
4 T/b i
2 T/2a i /o Querscheibe
i | =
/ / |
yay T/2b |
T/2b / | X
| T/2b Umlauftorsion
T/2a
\‘ T/2a |
\ Aussere Lasten direkte Lagerung //
bzw. Auflager- konzentrierte Einleitung mit S pannungsfécher, erforderliche Querbewehrung /:\/ Lagerreaktionen
reaktionen Resultierende in Scheibenecke zur Lastauthangung beim |
Auflager +
Querscheibe trégt iiber "reinen Schub" \ ‘ rjop ——=— T/2a Reaktion aus
T)2ab T/2b T/2a \‘*»-J . I'/2b" Beanspruchung
Y T b T/b Querscheibe
1 4& T TH i ¢ _
a X \H }
T/2ab * { T/2a
J» / | N “ Y T/2ab T/2b Umlauftorsion
T/2ab ,
b
R I/2a T/2b
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Zur Einleitung der Auflagerreaktionen ist bei Torsionsbeanspruchung meist ein Endquertrdger (auch
Endquerscheibe genannt) erforderlich; bei grossen Torsionsbelastungen infolge dusserer Krafte ist die
Anordnung einer Querscheibe oft ebenfalls sinnvoll.

Im gezeigten Beispiel greifen die dusseren Krafte (Auflagerreaktionen) an der Unterseite der Querscheibe
an; im dargestellten Fall reiner Torsion handelt es sich um ein vertikales Kraftepaar. Der Hohlkastentrager
tragt die Torsion dagegen als Umlauftorsion ab, also Uber vertikale und horizontale Schubkréfte in allen
vier Scheiben des Querschnitts. Die Umlauftorsion im Trager und die Auflagerreaktionen sind zwar am
Tragerende global im Gleichgewicht, die Schubkrafte in den einzelnen Scheiben des Tragers kénnen
jedoch durch das vertikale Kraftepaar nicht direkt aufgenommen werden. Es ist vielmehr eine Querscheibe
erforderlich, welche den Kraftfluss zwischen den Schubkraften im Trager (Umlauftorsion) und den
Auflagerkraften (vertikales Kraftepaar) sicherstellt. Die Belastung der Querscheibe besteht somit aus den
Scheibenkraften (Umlauftorsion) aus dem Trager und den Auflagerreaktionen, was grundsatzlich einer
reinen Schubbeanspruchung entspricht.

Damit die Querscheibe tatsachlich eine reine Schubbeanspruchung erfahrt, missen die Scheibenkrafte
des Tragers resp. die Auflagerreaktionen entlang der Scheibenrander gleichmassig verteilt angreifen.
Dazu sind vertikale und, je nach gewahlter Lésung fir den Kraftfluss am Tragerende, auch horizontale,
konzentrierte Bewehrungen.

Fir den Kraftfluss am Tragerende gibt es zwei grundsatzlich verschiedene Losungen. Bei der indirekten
Lagerung wird die Querkraft gleichmassig Uber die ganze Scheibenhohe resp. Breite eingeleitet, so dass
die Resultierende im Fachwerkmodell in Scheibenmitte liegt. Da die Auflagerkrafte an der
Scheibenunterseite angreifen, muss im Beispiel die Zugkraft auf der linken Seite der Querscheibe bis zur
Scheibenmitte verankert werden (lineare Abstufung bei Betrachtung mit Spannungsfeld). Bei der direkten
Lagerung werden die Reaktionskrafte der Querscheibe vom Trager in den Scheibenecken aufgenommen,
was im Beispiel eine zusatzliche konzentrierte Bewehrung erfordert (vertikal: auf der linken Seite
verankerte Bewehrung von T/2b und lineare Abstufung von T/2b bei Spannungsfeld; horizontal: T/2a linear
abgestuft oben und unten).



Torsion — Torsionsbemessung Hohlkastenquerschnitte

Lasteinleitung liber Endtrager / Querscheibe

N N N
indirekte Lagerung N direkte Lagerung
N N N
N\ N
N e
N
N\
AN ™
AN
A, in Eckstringern konzentriert
{, tber Scheiben verteilt — «, = A, /u (total gleich gross wie indirekte
(durchgehend iiber gesamte Lénge) Lagerung)
1 g g | STV TV IV IV VTV V VI
E | } / W P
EAAAAANAAAAA A W AAALAANAS iii«/
am a\u
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Indirekte Lagerung: Die Einleitung der Scheibenkrafte in Scheibenmitte fohrt dazu, dass die
Horizontalkomponente der ersten Druckdiagonale Uber eine L&ngsbewehrung verteilt Uber die
Scheibenhéhe aufgenommen werden muss. Diese Langsbewehrung ist Uber den ganzen Umfang
konstant und lauft Gber die Tragerlange durch (bei konstanter Torsion).

Direkte Lagerung: Hier gestaltet sich die Lastabtragung wie bei einem aufgelagerten Steg, mit einem
(punktzentrierten) Facher bei der Einleitung der Schubkraft. Die Resultierende des Fachwerksmodells hat
somit die zweifache Neigung wie das Parallelfeld. Die zuséatzliche horizontale Zugkraft wird in dieser
Variante konzentriert in den Eckstringern aufgenommen.



Torsion — Torsionssteifigkeit Hohlkastenquerschnitte

Voraussetzungen:

- Kastenquerschnitt mit konstanter Wanddicke t

- Reine Torsionsbeanspruchung

- Gleichméssige Bugelbewehrung in den Scheiben a,, = A,/ s

- Gleichmassig lber den Umfang u = 2z, verteilte LAngsbewehrung ag, = Ay /u

Ungerissene Steifigkeit: GK' = 44,'G. _44)'G, G =L
(siehe Baustatik I/11) (]Sds Zi 2-(1+v)
/ L
2
44,°E —
Gerissene Steifigkeit: GK" =— - u
cot"a tan"« 2
- 4 +n-(tano +cota)
P o
A, _E
Pw s-t E.
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Die Folie zeigt die Torsionssteifigkeit eines Hohlkastentragers fir eine gegebene Bewehrung (Herleitung

siehe Vorlesung Stahlbeton llI, Steifigkeit gerissen-elastischer Scheibenelemente).



Torsion — Torsionssteifigkeit Hohlkastenquerschnitte

Beispiel: Torsionssteifigkeit eines Hohlkastenquerschnitts

7030 —Beton C25/30  f,=20 MPa  E, =32kN/mm® v=02
4,=8.82m’ — Betonstahl B500B  f, =435 MPa E, = 205kN/mm’
y‘_ff 1.80 — Biigel 014@150mm a, = 2-1’027mm2/m
M — Léangsstibe Q16@150mm A, =33778mm’
u=12.6m
21030
. 4,030 3.90 030, |
P, = A _ 21027 coao, p, = A 33778 goass, n=22_6.406
s-t 300-1000 u-t 12600-300 32

406
=0.9384 —>a=43.2°
406
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Diese und die folgende Folie illustrieren die Ermittlung der Torsionssteifigkeit eines Hohlkastentragers an
einem Beispiel.



Torsion — Torsionssteifigkeit Hohlkastenquerschnitte

Beispiel: Torsionssteifigkeit eines Hohlkastenquerschnitts
447E " 4.8.82°.205. 23
GK" = . . ‘u _ 12.6 .
cot’o  tan’a 2
+ +n~(tan0L+cotoc)2 21 + 0.9384 +6.406~(0.9384+ 1 j
p; P 0.9384°-0.00894 0.00684 0.9384

GK" =5.40 GNm* GK" 2 0.0546-GK'

Zum Vergleich: Biegesteifigkeiten

EI' =105.2 GNm? EI" =11.14 GNm* 20.106 - EI'
mit Ag=21715mm?, d = 1'783.3 mm, AJ = 12064 mm?, d = 150 mm
b = 4500 mm, n = 6.406 — x = 296 mm

EI"/EI'
[GNm?] ungerissen _ gerissen d.h. GK”iéGK’ ~
El 105.2 -89% 11.14
GK 98.8 -95% 5.40 — Einfluss auf Schnittgréssen bei
~ statisch unbestimmten Systemen

(Vertraglichkeitstorsion)
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Wie einleitend bemerkt, fallt die Torsionssteifigkeit GK bei der Rissbildung starker ab als die
Biegesteifigkeit EI. Im Beispiel ist der Abfall sehr ausgepragt, da die Bewehrung verhaltnismassig

schwach ist.



Torsion — Gekrimmte Trager

Statik
- Radiusr
- Streckenlast g
ds=r-do - Kleiner Winkel d¢ — 0
d.h. sin(d@) = d¢, cos(dg) = 1
ne o\ V+dVs=<— M +dM ZFZ =0=-V+V+dV+
! T+dT dv
| r | +dV =q-r-do+dl'=0 —qg=-
' ' r-do

M, =0=-M+(M +dM)cosdo+(T +dT)sindo—(V +dV )ds— ds~@+ ds-sind@
>, (v + it Yoosdo+(T +dT Jsindo~(V + V) >

~V-ds+dM +T-do=-V-r-do+dM +T-do=0

> M, =0=-T+(T+dT)cosdo—(M +dM )sindo+(V +dV")-ds-sindg+ ds~%sind(p+ ds-cosdo

dT M
-ds—M-do+dT =m, -r-do—M -do+dT =0 - =—-m,
r-de 1
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In der Praxis tritt (Gleichgewichts-)Torsion beispielsweise bei im Grundriss gekrimmten Tragern auf.

Auf dieser und der nachsten Folie wird die Differentialgleichung fir das Gleichgewicht gekrimmter Trager
hergeleitet.



Torsion — Gekriummte Trager

M

(/7[:[ =T q-r= a (/l:lflfnp 7

d \ de de |
) d’M
dﬁf:i(Vr—T):—q’l’z—M*'mt"’ - 2+M:m,~r*Q'r2
de* d¢ A do

" fiir Kreisringtrager (r = const.)

— inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung; allgemeine Lésung fir konstante Koeffizienten d.h.

my (@) = m;= const. und q(¢) = g = const.: ’M((p) =¢,sing@+c, cos@ + m,r —qr’
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Torsion — Gekriummte Trager

Die Differentialgleichung lasst sich auch iterativ I6sen. Das Vorgehen ist anschaulich und konvergiert fiir kleine Offnungswinkel resp. grosse
Radien sehr schnell.

2
CZA:[ +M=m,-r—q-r’| 1.Erste Naherung fiir M: Gerader Trager mit Spannweite s = r¢ unter Belastung q—ﬂ
[0) r
2 2
d Af +M=m-r—q-r — d Af =ﬂ—%—qzﬂ—q (d.h. Balkenbiegung mit Belastung q—ﬂ)
o) ds ror r r
2. Iteration von (1) mit Belastung ¢ +—-——bis Konvergenz erreicht ist (oft unnétig da |—| < |q\)
r r r-

3. Ermittlung von T: Gerader Trager mit Spannweite s = r¢ unter Torsionsbelastung M—mt :
r

dT dT M
—=M-m,-r - =—-m,
do ds r
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Anstatt die Differentialgleichung analytisch zu l6sen, kann die Biegebeanspruchung M bei geringer
Krimmung (kleiner Offnungswinkel, grosser Radius) wie bei einem geraden Trager (Lénge entsprechend
abgewickelter Lange der Stabachse) erfolgen. Die Torsionsbeanspruchung kann in einem zweiten Schritt
am gleichen, geraden Trager unter der Torsionsbelastung M/r ermittelt werden (siehe auch nachfolgende
Folien zu Querbiegung).



Torsion — Gekriummte Trager

Beispiel:
) - Trager mit gekrimmter Lange / = 2ra
4 B - Konstante Streckenlast g = const.
== - Allgemeine Lésung:
" Yk ¢ ‘/ M =c¢ sing+c,cos@— qr’
- Randbedingungen:
aM
. =0 —¢q=0
Ay L do|
0=0
L 2ra L 5
. M‘ =0->c = ar
o= cosa
M =gqr’ (L)S(p - 1) V =—qro T=gqr’ (LH(P - (pj
cos o cosa
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Auf dieser und der nachsten Folie wird die Anwendung der analytischen Lésung der Differentialgleichung
sowie der Naherungsldsung an einem Beispiel illustriert.



Torsion — Gekriummte Trager

Beispiel:
)
4 B (MNm]
F—o¢
S 76.3
r _— 20 T
V -75
- g
q 375kN/m I/
'R 75
| 2ra T
' ' -10.2
r=100m  [/=40m o=02rad(=1146° ¢,=375kN/m T N[w“‘]

10.2
NB: Naherung gerader Trager mit Spannweite 2ro. =40 m
@ M, (q,) = 75 MNm (parabolisch), @ lteration unnétig da zusatzliche Belastung M, (®)/r2=7.5 kN/m = nur 2% von g4
® T, unter parabolischer Torsionsbelastung M, /r = 750 kNm/m — T, = 750-20-2/3 =10.0 MNm in Aresp. B — 2% weniger als exakte Lésung

(mit lteration @: M, (®)/r?2 =7.5 kN/m (parabolisch) - AM,=5/6-7.5-40%/8 = 1.3 MNm — M;=76.3 MNm, T, ~ 763-20-2/3 = 10.2 MNm)
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Mit einer lteration (Schritt 2) stimmen die Resultate praktisch Uberein (Moment in Feldmitte bei
parabolischer Belastung: 5/6 der konstanten Belastung, 5/6-7.5-40%/8 = 1°250 kNm)



Torsion — Krafteinleitung

Beispiel Auflagerbereich A (Lager vertikal):

Endquerscheibe Hohlkastentrdger b =7.0m, & =2.0m (Achsmasse) ;V
2 mI ]‘Q
JAY
Aussenseite 7
4'476 l7—ml
| 726 2'541
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, RLELES
Innenseite
\\ 7'500
2541 3'750“ 726
. ) 10163 kNm  7'500 kN 10'163 kNm  7'500 kN
Auflagerkrafte (vertikal): i qussen = + = , Ay imen == + =
’ 7 m 2 ’ 7 m 2
10163 kN ) 10163 kN
Scheibenkrafte in Stegen infolge Umlauftorsion: S, . = 2 ) m=726 kN, S rorizontal = 2 7 m=2'541 kN
’ 2:2m-7m T 2:2m-7m
7'500 kN 7'500 kN
Scheibenkrafte in vertikalen Stegen total: S aussen = f+726 kN =4'476 kN, S, ,.0n = A 726 kKN =3'024 kN
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Am Tragerende muss das durch die verschiedenen Scheiben des Querschnitts aufgenommene
Torsionsmoment in die Lager eingeleitet werden. Zu diesem Zweck ist in den meisten Fallen ein
Endquertrager (auch Endquerscheibe genannt) unabdingbar.

Der Endquertrager ist auf der einen Seite durch die Scheibenkrafte, welche aus dem Trager ankommen,
belastet. Auf der anderen Seite wirken auf ihn die Lagerkrafte, welche mit den Scheibenkraften aus dem
Trager im Gleichgewicht stehen. Der Endquertrager wandelt also die Umlauftorsion und die Querkraft am
Tragerende in zwei vertikale Krafte (in der Achse der Auflagerkrafte) um.

Die Folie illustriert dies am Beispiel des gekriimmten Tragers (Beispiel auf vorhergehenden Seiten).



Torsion — Krafteinleitung

Beispiel Endquerscheibe A (Lager vertikal):

2'541 -0 =2'541

Aussenseite - Innenseite
/x/ 1L
—4'476= 7261 5 /0’ &3’()24— =726 2m T(*
. 2
21541 -0 = 2'541 7m
» Die Endquerscheibe muss die Differenz zwischen den Scheibenkraften aus dem Trager und den aufnehmen

—> reine Schubbeanspruchung, Schubfluss: 726/2 =2541/7 =363kN/m
» Die in den Flanschen und im inneren Steg verlaufenden geneigten Risse werden in der Endquerscheibe spiralférmig fortgesetzt.

» Der Schubfluss kann beispielsweise (iber ein unter 45° zur y-Achse geneigtes Druckfeld abgetragen werden. Dies erfordert
gleichmassig verteilte Bewehrung in x- und y-Richtung mit einem Widerstand von je 363 kN/m.

A o = % =834 mm*/m —> beidseitig F10@150 (a, =2-523 =1046 mm*/m)
» Die Betondruckspannungen betragen mit einer Scheibenstarke von t =200 mm

.- 726
“200-2-sin45°cos45°

NB: Normalerweise ist in den Endquertragern eine Offnung vorzusehen (Zugang fiir Unterhalt, Werkleitungen). Die Bemessung erfolgt
mit Spannungsfeldern / Fachwerkmodellen, siehe Vorlesung Stahlbeton IlI.

=3.63 N/mm®
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Torsion — gekriummte Trager

Querbiegung aus Stabkrimmung:
Zuggurt Druckgurt

Die Zug- und Druckkrafte in den Flanschen M/a, infolge Biegung produzieren Umlenkkrafte
r Mi(ar), welche einerseits zum Torsionsschubfluss beitragen und andererseits Querbiegung

verursachen.
e Die Umlenkkréfte entsprechen einer verteilten Torsionsbelastung m,, welche durch horizontale
| yo3 I Kraftepaare erzeugt wird und in eine Umlauftorsion umgewandelt werden muss.
L _ ‘ji _ J Die Eckmomente betragen bei gleicher Steifigkeit der beiden Flanschplatten M/(8r).
b
M M M
/(l)' /2(1/‘ /2(//‘
- — - T — 7 - ™ — 7
‘ ‘ = M M M M
| | - A/)/‘ A Ah/‘ + A A/n' A/)/‘
S | S | S |
M M M
/N' Alll‘ A(H'
Umlenkkrifte Schubfluss (Umlauftorsion) < profilverformende Gruppe > Querbiegung
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Mit der Idealisierung eines Tragers als einzelner Stab kdnnen nicht alle relevanten Effekte direkt
untersucht werden. Insbesondere kann damit die Beanspruchung des Tragers in Querrichtung nicht
erfasst werden.

Infolge der Stabkrimmung resultieren Querbiegemomente, da die aus der Biegebeanspruchung
resultierende Torsionsbelastung M/r (siehe Naherungsverfahren) primar durch horizontale Ablenkkrafte
(Umlenkung der Gurtkrafte in den Kastenplatten) hervorgerufen, jedoch durch Umlauftorsion abgetragen
wird. In jedem Querschnitt des gekrimmten Tragers wirkt ein horizontales Kraftepaar [kN/m] in der oberen
und unteren Kastenplatte = Querschnittsscheibe, welches mit der daraus resultierenden Umlauftorsion
«global» im Gleichgewicht steht. Das «lokale» Gleichgewicht der Scheibenkrafte ist jedoch nicht
gewabhrleistet; vielmehr besteht zwischen den Scheibenkraften eine Differenz. Diese Differenzkrafte
werden als «profilverformende Gruppe» bezeichnet, da sie durch den Querschnitt aufzunehmen sind und,
sofern keine Aussteifung vorhanden ist, zu einer Verformung des Querschnitts (des «Profils») fuhren.

Die durch die profilverformende Gruppe (also die Einleitung der Torsionsmomente infolge
Tragerkrimmung) verursachten Querbiegemomente missen durch eine entsprechende Bewehrung
aufgenommen werden. Zudem ist ihre Interaktion mit den Scheibenkraften infolge Tragwirkung in
Langsrichtung zu berlcksichtigen, insbesondere in den Stegen (Beanspruchung durch Querkraft und
Torsion).



Torsion — gekriummte Trager

Querbiegung aus Stabkrimmung

Die Querbiegemomente infolge Stabkrimmung kénnen als verteilte Beanspruchungen (kNm/m) grundséatzlich durch den Querschnitt
selber aufgenommen werden (Plattenbiegung und -querkréfte in Querrichtung). Bei starker Krimmung wird die Beanspruchung der
Stege und Flansche resp. die Querschnittsverwdlbung zu gross, so dass zur Aufnahme der Querbiegemomente Aussteifungsrippen
oder Querscheiben angeordnet werden miissen («Feldquertrager»). Alternativ kdnnen beispielsweise K-Fachwerke vorgesehen
werden (analog wie im Stahlbau).

S I 2] 1

Aussteifungsrippen (Rahmen) Querscheibe K-Fachwerk

Durch vertikale Lasten resp. Reaktionen erzeugte Torsionsbelastungen werden — auch bei geraden Tragern — analog behandelt.
Verteilte Torsionsbelastungen (z.B. infolge verteilter Verkehrslasten) kdnnen meist ohne aussteifende Elemente aufgenommen resp.
eingeleitet werden.

Bei konzentrierten Lasteinleitungen, insbesondere Auflagern, sind aussteifende Elemente («Stutzenquertrager», «Endquertrager») oft
unvermeidbar. Werden konzentrierte Torsionsbelastungen (z.B. infolge Achslasten) ohne aussteifende Elemente eingeleitet, ist die
Breite, Uber welche die resultierenden Querbiegemomente verteilt werden, mit Bedacht festzulegen.

NB: Querscheiben behindern das Vorschieben der Innenschalung — bei Einsatz von Vorschubgeriisten Feldquertrager nach
Maglichkeit vermeiden, Stltzenquertréger als Rahmen oder Fachwerk ausbilden.
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Torsion — schief gelagerte Trager

Typisierung

Trager Tréager

Hindernis
(Fluss,
Bahn, ...)

Hindernis
(Fluss, Benutzer
Bahn, ...)

Benutzer

Nach links schief Nach rechts schief

Aus der Sicht des Benutzers kénnen «nach links» und «nach rechts schiefe» Trager unterschieden werden.
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Neben gekrimmten Tragern sind schief gelagerte Briicken ein weiteres praktisches Beispiel fur eine
Torsionsbeanspruchung.



Torsion — schief gelagerte Trager

Behandlung mit Kraftmethode

Der nach links schiefe Trager AB mit E/ = const. und GK = const. ist Uiber starre, um ihre Achse drehbare, Endquertrager
gelagert und durch q = const. belastet.

or

Lt = ...

oA Teota M, =TcotB

s %
i ql’ /8
|
ql3 cota 8
= coto + cot oot
o= 24 2 I
8 :L(cotza+cotacotB+cot2B)+L 1
"3El GK
-3 .
> X, =T=—"1; M, =Tcota, AM .., = T/sina Schiefe nach links flihrt zu negativen Torsionsmomenten.

1 Schiefe nach rechts ergabe positive Torsionsmomente.

M}-_B =T cotB, AM),,QTB = T/SiHB Lasteinleitung nicht trivial (Endquertrager)
— Vorlesung Briickenbau

17.12.2020 ETH Zirich | Prof. Dr. W. Kaufmann | Vorlesung Stahlbeton |

Diese Folie illustriert die Schnittkraftermittiung an einem an beiden Enden schief gelagerten Trager.

26

Ist der Trager an beiden Enden auf je zwei Lagern abgestitzt, ist das System einfach statisch unbestimmt.
Bei der Berechnung ist zu beachten, dass die Endquertrager keine Torsionsmomente um ihre Achse
aufnehmen konnen (da sie bei den Lagern um ihre Achse frei drehbar gelagert sind). Somit muss die
Resultierende aus dem Biege- und Torsionsmoment an den Tragerenden senkrecht zum jeweiligen
Endquertrager sein.

Als Uberzahlige Grésse wird im Beispiel die Torsion im Trager eingeflihrt; alternativ kann beispielsweise

die Resultierende aus dem Biege- und Torsionsmoment an einem der Tragerenden eingefiihrt werden.

Ergénzende Bemerkung

Sind die Tragerenden nicht auf Lagern frei drehbar gelagert, sondern wie beispielsweise bei
Rahmenbriicken elastisch eingespannt, muss die Resultierende aus dem Biege- und Torsionsmoment
an den Tragerenden naturlich nicht mehr senkrecht zum jeweiligen Endquertrager sein (da dieser nun
auch «Torsionsmomente» = Biegung in den Rahmenstielen abtragen kann). Bei sehr steifen
Rahmenstielen resultiert praktisch eine volle Einspannung, und die Torsionsmomente im Trager sind

deutlich kleiner als im Fall mit drehbar gelagertem Endquertrager.



Torsion — schief gelagerte Trager

Beispiel:
- Beispiel mita = =45°
5 . /=8a
a_ g P =
L VA - EI/GK=5/3
4 ”B,
ql’ I
0= h=—+—
s D 12E1 21 GK
: ! | .
ro oy _TOw_ 2B _ g’ 1
(//5 7;;& Xl_T_My,A_My,B_ 5 _ﬁ__g. =
W 2 812 n [7+7) 1+
El GK :,4 GK
e Volle Einspannung " ‘
= Reduktion da GK<w
I 2 2
ql X, ql _ gl
S U B
a4 24a-|1+ 2
GK
>4 = il 4, = E
8 8
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Die Folie illustriert die Schnittkraftverteilung an einem Beispiel.

Man erkennt, dass die schiefe Lagerung eine (teilweise) Einspannung des Tragers an seinen Enden

bewirkt.



Torsion — schief gelagerte Trager

Erkenntnis:

3l 4, B, ¢!
88 P 8
A

,\\J_/
+
ql & < 3ql

§ 4 Haupttragrichtung B, 3

» Schiefe Lagerung von Tragern wirkt ahnlich wie eine Einspannung der Tréagerenden.

+ Die lastnahen Lager A, und B, erfahren grossere Auflagerkrafte als die lastfernen Lager A, und B,. Man erkennt, dass
derartige Platten (ber die stumpfen Ecken tragen. Bei grosser Schiefe kdnnen die spitzen Ecken abheben d.h. sie missen
nach unten gehalten werden.
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Torsion — Zusammenfassung

Grundsatzlich sind Falle von

- Gleichgewichtstorsion (T fiir Gleichgewicht notwendig, unabhangig von GK) und
- Vertraglichkeitstorsion (T abhangig von GK, Gleichgewicht ohne T mdglich)

zu unterscheiden.

Im Allgemeinen liegt gemischte Torsion (Umlauftorsion und Wélbtorsion) vor.

Torsion tritt in der Regel kombiniert mit anderen Beanspruchungen auf. Die Schubfliisse aus Torsion sind jenen aus
Querkraft zu tGberlagern.

Fur den Grenzzustand der Tragsicherheit kénnen rdumliche Fachwerkmodelle und entsprechende Spannungsfelder
entwickelt werden.

Zur Sicherstellung des Schubflusses an Querschnittskanten ist eine entsprechende konstruktive Durchbildung, z.B. mit
Ubergreifenden Bligeln erforderlich.

Bei fliessender Langs- und Bugelbewehrung ist der Torsionswiderstand wie der Querkraftwiderstand proportional zum
geometrischen Mittel der Langs- und Bligelbewehrungsgehalte.

Die Torsionssteifigkeit nimmt vom ungerissenen zum gerissenen Zustand meist viel ausgepragter ab als die
Biegesteifigkeit. Dies kann man in der statischen Berechnung z.B. dadurch beriicksichtigen, dass man mit E/' und GK'/3
rechnet (Verformungen aber mit E/" und GK" ermitteln, Kriechen berlicksichtigen).
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Torsion — Zusammenfassung

8. Zur Einleitung konzentrierter Torsionsmomente in Trager, insbesondere bei End- und Zwischenauflagern, sind im
Allgemeinen Querscheiben erforderlich (zum Beispiel Umwandlung vertikales Kraftepaar in Umlauftorsion) .

9. Stabkrimmungen und verteilte Torsionsbelastungen (infolge horizontaler oder vertikaler Lasten) verursachen
Querbiegung der Stabquerschnitte. Gegebenenfalls sind zur Aufnahme der Querbiegemomente Aussteifungsrippen oder
Querscheiben bzw. Ausfachungen anzuordnen. Dabei ist zu beachten, dass solche Elemente den Bauablauf (Vorschieben
der Innenschalung) behindern.

10. Schiefe Lagerung von Tragern wirkt &hnlich wie eine Einspannung der Tragerenden. Die Grosse der Einspannwirkung ist
vom Verhaltnis GK/El abhangig.

11. Schief gelagerte Platten tragen iber die stumpfen Ecken. Gegebenenfalls miissen die spitzen Ecken nach unten
verankert werden (negative Auflagerreaktionen).
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